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問題 III

以下の問 1から問 2までの全ての設問に答えよ。

問 1 質量 m の粒子が１次元のポテンシャル V (x) 中にあるときの束縛状態について、以下の問に

答えよ。ただし、プランク定数を h̄ で表す。

1-1. ポテンシャル V (x) が連続関数であるとき、束縛状態のエネルギー固有値 E は縮退して

いないことを示せ。

1-2. 1-1のポテンシャルが V (x) = V (−x) を満たす偶関数のとき、エネルギーの固有関数は
偶関数か奇関数のいずれかになることを示せ。

1-3. ポテンシャル V (x) が図 1のような無限に深い 1次元井戸型ポテンシャルであるとき、n

番目のエネルギー固有値 En と En に対応する規格化された固有関数 ψn(x)を求めよ。

ただし、基底状態を n = 1 とする。

V (x) =

{
∞ |x| ≥ a

0 |x| < a

x

V (x)

図 1

a−a

1-4. この系に摂動ポテンシャル λV1(x) = λx を加え、V (x) = V0(x) + λV1(x)とする。この

とき、n番目のエネルギー固有値の変化 ∆En は λ の 2次以上の量となることを示せ。

1-5. この系に時間に依存する摂動ポテンシャル λV2(x, t) を加え V (x) = V0(x) + λV2(x, t)

とする。このときの波動関数 ψ(x, t) を摂動がないときの固有関数で展開し

ψ(x, t) =
∞∑

n=1

Cn(t)e
−iEnt/h̄ ψn(x)

と表す。λ が小さいとき、Cn(t) が

Cn(t) = C(0)
n (t) + λC(1)

n (t) +O(λ2)



のように λ のべきで展開できるとすると C
(0)
n , C

(1)
n は次の方程式を満たすことを示せ。

ih̄
dC

(0)
n

dt
= 0,

ih̄
dC

(1)
n

dt
=

∞∑
l=1

C
(0)
l

∫ a

−a

ψ∗
n(x)V2(x, t)ψl(x)dx e

i(En−El)t/h̄.

1-6. 1-5 の摂動ポテンシャルが t = 0に加えられ、

V2(x, t) =

{
0 t < 0
xe−αt t ≥ 0

のように変化する場合を考える。t = 0 で基底状態にあるとき、t → ∞ で第一励起状態

ψ2 になる確率を求めよ。

1-7. 次にポテンシャル V (x) が図 2のような 2つの無限に深い 1次元井戸型ポテンシャルで

ある場合を考える。このときの基底状態のエネルギーと固有関数を求めよ。ただし、固

有関数の規格化はしなくてよい。また、得られた結果について、1-1、1-2 で示された性

質との関係について考察を記せ。

V (x) =

{
∞ |x| ≥ 2a, |x| ≤ a

0 a < |x| < 2a

x

V (x)

図２
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問 2 ポジトロニウムはスピン
1

2
をもつ電子と陽電子の束縛状態であり、水素原子の陽子の質量を

電子の質量と等しくした原子に相当する。陽電子は電子の反粒子であるため対消滅して崩壊す

る不安定な原子であるが、ここでは安定した原子として扱う。ポジトロニウムの 1s状態（水

素原子の基底状態に対応する状態）における異なるスピンの状態について以下の設問に答え

よ。ただし、電子と陽電子のスピン状態 (|↑⟩e , |↓⟩e), (|↑⟩p , |↓⟩p) を次のようにそれぞれのス
ピン演算子 Ŝe, Ŝp の z 成分の固有状態に取る。

Ŝaz |↑⟩a =
1

2
|↑⟩a , Ŝaz |↓⟩a = −1

2
|↓⟩a , a = e, p,

Ŝa− |↑⟩a = |↓⟩a , Ŝa+ |↑⟩a = 0, Ŝa± ≡ Ŝax ± iŜay,

Ŝa+ |↓⟩a = |↑⟩a , Ŝa− |↓⟩a = 0.

2-1. 全スピン演算子 Ŝ = Ŝe + Ŝp に対して、Ŝ2 と Ŝz が可換であることを示せ。

2-2. Ŝ2 と Ŝz のすべての同時固有状態を |↑⟩e |↑⟩p , |↑⟩e |↓⟩p , |↓⟩e |↑⟩p , |↓⟩e |↓⟩p から作り、
規格化された固有状態と対応する固有値を答えよ。

2-3. 電子と陽電子の磁気双極子モーメントはスピン演算子に比例し、電子と陽電子の電荷が

逆符号であるため µ̂e = −AŜe, µ̂p = AŜp と表される。電子と陽電子間に磁気双極子

モーメントによる相互作用 Ĥm = −Cµ̂e · µ̂p が働くとし、この相互作用による 1s状態

のエネルギーの変化を求めよ。ただし、C は定数としてよい。

2-4. ポジトロニウムを z 軸の正方向を向く大きさ B の一様な磁場中に置くと、磁気双極子

モーメントとの相互作用により

ĤB = −B · (µ̂e + µ̂p) = −B(µ̂ez + µ̂pz)

が加わる。 1s状態で Ĥm + ĤB がもつすべての固有値（2つの相互作用による 1s状態

のエネルギーの変化）を求めよ。



問題 IV

以下の問 1から問 2までの全ての設問に答えよ。

問 1 有効数字を二桁として、以下の問に答えよ。ただし、(P, V, T )はそれぞれ圧力、体積、絶対温

度を表し、Rは気体定数、また、1 cal = 4.2 Jである。

1-1. 水 100 g を入れた断熱容器の水中に羽根車が設置されている。この羽根車を、質量 1.0

kgの重りを 1.0 m落下させて回した。この時、水温は何 K上昇するか。ただし、重力

加速度を 9.8 m/s2、水の比熱を 1.0 cal/g·Kとする。
1-2. 状態方程式 PV = nRT に従う nモルの理想気体がある。その温度 T を一定に保ちなが

ら、体積を V1 から V2 に変化させた。この時、気体が外部にした仕事の表式を求めよ。

1-3. 15◦Cと 100◦Cの 2つの熱源で動作する熱機関の最大効率はいくらか。

1-4. 1 気圧 100◦Cで 100 gの水が、沸騰して水蒸気になった。この時のエントロピー変化を

求めよ。ただし 1 気圧 100◦Cでの水の蒸発熱は 540 cal/gである。

1-5. 熱力学第一法則と第二法則に基づき、nモルの気体のエントロピーと内部エネルギーの

微小変化 (dS,dU)が、(T, V )を独立変数として、それぞれ

dS =
nCV

T
dT +

(
∂P

∂T

)
V

dV, (1a)

dU =nCV dT +

{
T

(
∂P

∂T

)
V

− P

}
dV, (1b)

と表せることを示せ。ただし、CV は定積モル比熱である。

1-6. 定積モル比熱がCV = aT (aは正の定数）のように温度に比例し、状態方程式 PV = nRT

に従う理想気体がある。(1)式と熱力学第三法則を用いて、この気体のエントロピーと内

部エネルギーの表式を求めよ。

1-7. 粒子数 N も独立変数に加えたギブス自由エネルギー G(T, P,N)が、化学ポテンシャル

µ ≡
(
∂G

∂N

)
T,P

を用いて、G = µN と表せることを示せ。

1-8. ファンデルワールスの状態方程式(
P + a

n2

V 2

)
(V − nb) = nRT

に従う n モルの気体がある。ただし、(a, b) は正の定数である。この気体の臨界点での

圧力 Pc、体積 Vc、温度 Tc を求めよ。



問 2 以下の問に答えよ。

2-1. 同種粒子 N 個からなる理想気体がある。系の全エネルギー E と全粒子数 N を、一粒子

状態のエネルギー εq とその占有数 nq を用いて表せ。ただし、q は一粒子状態を指定す

る量子数である。

2-2. ボーズ粒子、フェルミ粒子の区別と、粒子のスピンの大きさとの関係を述べよ。

2-3. ボーズ粒子系とフェルミ粒子系のそれぞれにおいて、2-1の占有数 nq としてどのような

値が許されるか。

2-4. 以上の結果を用いて、同種粒子からなる理想気体の大分配関数 ZG が、次のように表せ

ることを示せ。

ZG =
∏
q

{
1− σe−β(εq−µ)

}−σ

, σ =

{
+1 ：ボーズ粒子

−1 ：フェルミ粒子
. (2)

ただし、β ≡ 1/kBT, kB はボルツマン定数、T は絶対温度、µ は化学ポテンシャルで

ある。

2-5. (2)式より、粒子数期待値 N̄ と内部エネルギー U が、それぞれ次のように表せることを

示せ。

N̄ =
∑
q

1

eβ(εq−µ) − σ
, U =

∑
q

εq
eβ(εq−µ) − σ

. (3)

2-6. 光子のエネルギーは、波数ベクトル k =
2π

L
(nx, ny, nz) （nx, ny, nz は整数）、光速 c、

プランク定数 h̄ ≡ 1.05× 10−34 J·sを用いて、

εk = h̄c|k|

と表せる。また、同じ k を持つ光子の自由度は 2 である。以上より、光子の状態密度

D(ϵ) ≡ 2
∑
k

δ(ϵ− εk)が、

D(ϵ) =
V

π2(h̄c)3
ϵ2 θ(ϵ) (4)

と表せることを示せ。ただし、δ(x) はディラックのデルタ関数、V = L3 は系の体積、

θ(x)は x ≥ 0と x < 0でそれぞれ 1と 0の値を持つ階段関数である。

2-7. 光子気体の化学ポテンシャル µを求めよ。

2-8. (3)式と (4)式を用いて、光子気体の内部エネルギー U が、

U =
π2k4B

15(h̄c)3
V T 4

と表せることを示せ。ただし、積分
∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx =

π4

15
の関係を用いて良い。



問題V

以下の問 1から問 4までの全ての設問に答えよ。解答にあたっては結果だけでなく、導出過程も記

すこと。

問 1 1-1. ∇ · (∇×A) = 0 が成り立つことを示せ。ただし A = A(x, y, z) は 3 次元のベクトル

とする。

1-2. (A · ∇)A =
1

2
∇A2 −A× (∇×A) が成り立つことを示せ。ただし A = A(x, y, z) は

3 次元のベクトルとする。

1-3. 距離の 2 乗に反比例する中心力をうける物体の運動方程式は、以下のように表される。

m
dv

dt
= −k

( r

r3

)
ここで t は時刻、 r, v はそれぞれ物体の位置ベクトルと速度ベクトル、r = |r|, m は
物体の質量、k は比例定数である。このとき L ≡ r ×mv と定義される量は時刻 t に依

存しないことを示せ。

問 2 2-1. 直線直交座標系の第 3 軸 (z 軸) の回りに角度 θ だけ回転させる変換行列 R(θ) は

R(θ) =

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1


と表される。これを利用して

sin(θ1 + θ2) = sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2

が成り立つことを示せ。

2-2. 次の行列 A の逆行列を求めよ。

A =

 1 1 1
1 2 1
1 1 3





問 3 3-1. 1 +
√
3i の平方根を求めよ。ここで i は虚数単位とする。

3-2. 以下の複素数 z に関する関数 f(z) の極における留数を求めよ。

1) f(z) =
1

z

2) f(z) =
z3 + 3

z(z − 1)3

3-3. 次の定積分の値を求めよ。ここで a, b は実数で 0 < a < b とする。∫ 2π

0

dθ

a2 + b2 − 2ab cos θ

問 4 x, t を独立変数とする実関数 u(x, t) に関する一次元の波動方程式

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

を変数分離法を用いて解くことを考える。ただし c は定数とする。解の形を u(x, t) =

X(x)T (t) と仮定し、与えられた方程式に代入すると

1

c2T (t)

dT (t)

dt
=

1

X(x)

d2X(x)

dx2

を得る。この式の左辺は t にのみ依存する関数、右辺は x にのみ依存する関数なので、等号

が成り立つには左辺も右辺もともに定数でなければならない。 この定数を k とおくと、以下

の X(x), T (t) に関する方程式が得られる。

d2X(x)

dx2
= kX(x),

d2T (t)

dt2
= c2kT (t).

これについて以下の問に答えよ。

4-1. X(x) と T (t) に関する方程式を解いて、 u(x, t) の解を求めよ。

4-2. 境界条件と初期条件を

u(0, t) = u(L, t) = 0, u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= g(x)

とする。ここで f(x), g(x) は境界条件を満たす x に関する関数である。このとき

u(x, t) の自明でない解を求めよ。



問題VI

以下のVI-1、VI-2からいずれか 1題を選択し解答せよ。

VI - 1
惑星や隕石を構成する岩石または鉱物の生成年代の決定は、主として放射性元素の壊変の原理を用

いて行われる。このことに関して、以下の問 1から問 4のすべての設問に答えよ。

問 1 天然には様々な種類の放射性壊変が知られる。それらの幾つかを挙げると、

(a) β+ 壊変： β+ 粒子 (陽電子)を放出して、原子核中の陽子が中性子に変化する。結果的

に一つ原子番号が減る。

(b) K捕獲：原子核が最も近い K殻の電子を捕獲して、陽子が中性子に変わる。結果として

β+ 壊変に似る。

(c) β− 壊変： β− 粒子 (電子)を放出して、原子核中の中性子が陽子に変わる。一つ原子番

号が増える。

(d) α壊変： 原子核から α粒子 (4He原子核)が放出されて、軽い原子核に変わる。結果的

に原子番号は 2だけ、質量数は 4だけ減る。

(e) αβ− 壊変： α壊変および β− 壊変が交互に繰り返される壊変様式。

(f) 核分裂： 原子核が 2または 3個の自由中性子を放出して、2つの原子核に分裂する。

以下 (1)–(6) のそれぞれの放射性同位体の壊変は、(a)–(f) のどの壊変様式に従うと考えられ

るか、理由を述べて説明せよ。ただし原子番号は、C: 6, N: 7, K: 19, Ar: 18, Rb: 37, Sr: 38,

U: 92, Pb: 82, Nd: 60である。

(1) 14C → 14N (2) 40K → 40Ar (3) 87Rb → 87Sr

(4) 238U → 206Pb (5) 235U → 207Pb (6) 235U → 143Nd + 90Sr

問 2 放射性元素の壊変は一定の確率で起こる。このことから、単位時間当りに壊変する元素の数は

その元素の元々の数に比例することになる。

2-1. 比例定数を λ(> 0: 壊変定数)、時刻 tにおけるその元素の存在数を N として、壊変の微

分方程式を書け。

2-2. 壊変前の元素の存在数を N0 とするとき、時間 tが経過した後の存在数 Np を求めよ。

2-3. 放射性元素の平均寿命 τ は、その元素の数が 1/e倍 (e: 自然対数の底)になる時間とし

て定義される。λ の代わりに τ を用いて、Np を t の関数として表せ。また半減期 τ
1/2

とは、1/2倍になる時間である。τ
1/2
を用いて、Np を tの関数として表せ。



問 3 問 2に従えば、N0 および Np が分かれば、時刻 0から現在までの経過時間 tが決まる。これ

が放射性同位元素を使った年代学の原理である。Np は現存の岩石または鉱物中の放射性元素

の数なので測定可能であるが、N0 は過去 (時刻 0)に存在したはずの数なので測定不可能であ

る。そこで放射性同位体の種類に応じて様々な工夫がなされる。87Rbは、Rb(アルカリ元素)

の同位体の一つだが放射性であり、半減期 4.88×1010 年で壊変して安定同位体の 87Sr(アルカ

リ土類)に変化する。Rbと Srはいずれも岩石 (鉱物)に含まれやすい元素であるが、元素の

性質が異なるので違った鉱物に別れて分配される傾向がある。この 87Rb-87Sr を使った年代

測定法の前提を簡単に述べると、

1) ある岩石に 87Rb, 87Sr, 86Srが含まれている。

2) 87Rbは放射性同位体である。87Srは安定同位体だが、岩石に元々含まれていた 87Srと、
87Rb の壊変によって生じた娘元素としての 87Sr が混合している (ただし両者は同じ同

位体なので測定では識別できない)。86Sr は安定同位体でかつ放射性起源のものが存在

しないので、元々含まれていたもののみである。

3-1. 2-2で得た式を使って、87Rbの壊変によって生じた 87Srの数を、現在の 87Rbの存在数

を使って表せ。即ち、N0 −Np を求めよ。（様々な元素の存在数を区別して表すために、

例えば 87Rbの Np を (87Rb)p のように括弧表記で代用するとよい）。

3-2. 3-1の結果を使って、岩石に現在含まれる 87Srの数すなわち (87Sr)p を現在の 87Rbの

数と壊変定数を用いて表せ。ただし元々 (t = 0)岩石に含まれていた 87Srの数を (87Sr)0

とする。

3-3. 3-2で求めた式の両辺を (86Sr)pで割ることで得る式を示せ。題意より (86Sr)p = (86Sr)0

であることに注意し、また (X)p/(Y )p のような表現は (X/Y )p という表現に改めよ。

3-4. 以下文中の (あ), (い), (う)にあてはまる数式または言葉を記述せよ。

3-3 で求めた式には大きな利点がある。つまり同位体元素の絶対存在数 (または絶

対濃度) を知る必要がなく、異なる同位体の「存在比」を知るだけでよい。岩石の

分析において元素の相対存在比のみを測定するのは、絶対数 (または絶対濃度) を

測定するよりもはるかに簡単だからである。3-3 で求めた式には、t = 0 における

　（あ）　 の値 (初生ストロンチウム比という) が未知数として含まれるが、異

なる２つ以上の岩石または鉱物が同じ年代 t を持つことが (つまり同時に生成した

ということが) 保証されれば、2 つ以上のデータセットから、 　（い）　 は直線

(isochron: 等時線)の傾きとして、 　（う）　 は y 切片の値として決定できる。

問 4 一般に放射性同位体を使った年代測定法において、測定年代の時刻ゼロ (t = 0)の定義が明確

であることが大前提である。以下 i)-iv)のそれぞれについて、年代測定法の原理を説明した上

で、いったいどういう時刻を出発点として想定しているか答えよ。またその根拠の妥当性およ



び問題点について述べよ。

i) ある月の石を調べたらそれは玄武岩 (火成岩の一種)であった。その中に含まれる幾つか

の異なる鉱物中の 87Sr/86Srと 87Rb/86Srの存在比を質量分析計で正確に測定して年代

を決定した。

ii) エコンドライトと呼ばれる火成岩質の隕石が存在する。月よりも小さな天体が壊れたか

けらと考えられている。あるエコンドライトには、ショック (衝撃)を強く受けているも

のがある。ショックで変質した部分の (40K)p と (40Ar)p を測定して「K-Ar法」年代を

決定した。

iii) 原始的な隕石には、CAI と呼ばれる太陽系最古の固体粒子が含まれる。それらのうち、

ガスから直接に固体として生成 (凝縮という) した CAI がある。この CAI を「鉛-鉛同

位体法」によって年代測定したら、45.50±0.10億年という年代が得られた。

iv) あるサンゴの化石中の炭素同位体比 (14C/12C)p を測定して、8500±400年という年代を

得た。



VI - 2
問題の説明を読み、以下の問 1から問 3の全ての設問に答えよ。

太陽系の諸惑星と月の金属コアに関して、その存否そして大きさや成分の違いが何故生じたのか、

未だに惑星科学の疑問のひとつである。金属コアの主成分は鉄 (Fe)であることは間違いないであろ

う。しかし鉄は様々な酸化還元状態 (Fe, FeO, Fe3O4, Fe2O3 など)をとることが可能で、惑星や隕

石の岩石中では、他の化学成分と結合して多様な鉱物として産出する。地球型惑星のマントルの主要

鉱物は圧倒的にカンラン石 (Mg,Fe)2SiO4 と輝石 (Mg,Fe)SiO3 である。これらの鉱物の鉄は FeO(2

価の酸化状態) 成分として含まれている。地球のこれら鉱物の Mg:Fe 比はおおよそ、Mg0.92Fe0.08

であり、酸化鉄が相当量含まれる。金属鉄は高密度のため重力により今は中心にコアとして沈んでい

るが、地球形成期には金属鉄とマントル鉱物が混合状態で共存していた可能性がある。諸説あるが、

仮に酸化鉄と金属鉄が平衡状態で共存していたとすると、その状態での酸素分圧 (酸素フュガシティ)

が唯一決まってしまう。これを計算して地球の酸化還元状態を考察してみる。

問 1 圧力一定の条件下で達成される熱力学平衡では、系全体の Gibbs自由エネルギーが最小とな

る。自由エネルギーは相対値のみ意味があるので、ある物質または化合物 Aの自由エネルギー

は、それを構成する元素から生成するときのエネルギー差として定義され、これを Aの (構成

元素からの)Gibbs生成自由エネルギーと呼び、∆Gf,A と書く。∆は差を表し、fは formation

の意味である。∆Gf,A の値は T (温度)と P (圧力)に依存する。慣例により P の標準圧力を 1

bar (=105 Pa)に指定している。1 barおよび任意の温度 T における ∆Gf,A の値を、∆Go
f,A

と書く。この ∆Go
f,A の値 (1 mol当りの Aについて)が熱力学データ表に温度 T の関数とし

て載っている。任意の P, T における ∆Gf,A の値は次のように表せる。

∆Gf,A = ∆Go
f,A +RT ln(aA) (R: gas constant)

ここで aA を活動度 (activity) と呼ぶ。A が純粋の物質であれば、1 bar では定義により

aA = 1である。Aが気体の場合は、aA = PA (barを単位とする Aの分圧/1 bar)と定義さ

れる。簡単のため、今回の問題では純粋の酸化鉄 (FeO)と金属鉄 (Fe)の酸化還元反応を考え、

熱力学平衡状態にあるとする。(s: solid; g: gas)。

FeO(s) ⇀↽ Fe(s) + 1/2O2(g) — 反応 1

1-1. 任意の P , T における FeO, Fe, および 1/2O2 の Gibbs 生成自由エネルギー

(∆Gf,FeO,∆Gf,Fe, 1/2∆Gf,O2)を活動度 aFeO, aFe または分圧 PO2 を使って表せ。また

これらを用いて反応 1の平衡定数K1 を表せ。

1-2. 反応が平衡状態にあれば、反応 1の左辺と右辺の自由エネルギー差はゼロである。この

ことを利用して、ln(K1)を自由エネルギーおよび T の関数として表せ。

1-3. 簡単のため反応 1 が 1 bar, 1500 K にて進行すると仮定する。この条件下で酸化鉄



FeO(s)と金属鉄 Fe(s)が平衡に共存するための酸素分圧 PO2
を計算せよ。ただし、1 bar,

1500 K での必要な Gibbs 生成自由エネルギーのデータは次の通り。∆Go
f,FeO = −175

kJ/mol、Fe(s)と O2(g)はこの条件下では基準状態そのものなので Gibbs生成自由エネ

ルギーはいずれも 0。必要ならば R∼8.3 J/(K mol) 、ln 10∼2.3を使え。

問 2 惑星形成期 (つまり原始惑星)では、集積しつつある固体または液体物質が濃密な星雲ガス大

気 (太陽大気と同じ組成)と共存し、高温のためガスと固体 (液体)の熱力学平衡が容易に達成

されていた可能性がある。その場合、系の酸素分圧は星雲ガス大気の化学反応によって支配

されたと考える。星雲ガス大気の主成分は、H(3.43×1012), O(2.00×109), C(1×109)であり、

これらの元素から成る気体分子の間で化学反応が速やかに進行して平衡状態になっていたとす

る。( )内の数値は、Cを 1×109 個とした場合の元素存在度である。高温の星雲ガス大気を構

成する主要分子種は H2, H2O, COに限られる。Cは全てが Oと反応して安定な分子 COに

なるとする。残りの Oは H2 と反応してほぼ全てが H2Oとなる。Hの存在度が圧倒的に大き

いので、Hは全て H2 分子として存在すると仮定して計算しても差し支えない。星雲ガス大気

の酸素分圧は以下の化学平衡反応から決定できる。

H2O(g) ⇀↽ H2(g) + 1/2O2(g) — 反応 2

1-3の計算でも分かるように酸素分圧は非常に小さな値である。そのため主要分子間の化学反

応の計算では省略してかまわない。その後、反応 2に示す主要分子間の反応関係から熱力学平

衡計算で求める。

2-1. 反応 2 の平衡定数 K2 を反応 2 の分子の分圧の式として表せ。また平衡定数 K2 を 1

bar, 1500 Kについて計算せよ。ただし、∆Go
f,H2O

= −164 kJ/mol、H2(g)と O2(g)は

この条件下では基準状態そのものなので Gibbs生成自由エネルギーはいずれも 0。

2-2. 題意より、3つの主要気体分子 H2, H2O, COの相対存在度が容易に解る。CO=1個と

したときの H2 と H2Oの数を求めよ。ここで、O2 は極めて微量なため無視できる。

2-3. 星雲ガス大気の全圧 (ガス分子全ての合計圧力)が 102 barの場合について、酸素分圧を計

算せよ。また酸素分圧が全圧によらないことを説明せよ。ただしこの程度の全圧の場合、

標準状態 (1 bar)での熱力学データを使って構わない。必要ならば、log(1717) = 3.235

を使え。

2-4. 問 1と問 2で求めた酸素分圧は、かつて地球の材料物質と星雲ガス大気が熱力学平衡に

あったのならば、一致すべきである。しかし問 1では、酸化鉄をケイ酸塩中の成分とし

てではなく、簡単のため純粋な FeO固体 (wustite)としたことにより、比較的大きな誤

差がある。FeOをケイ酸塩中の成分 (地球上部マントルのMg:Fe比)として計算すると

酸素分圧は 3 桁ほど低くなる。それを考慮した上で、問 1 と問 2 の結果の違いを説明



せよ。

問 3 固体惑星の原材料となる物質もまた太陽大気と同じ元素比を持つ、という仮説はシンプルでか

つ惑星科学の拠り所の一つでもある。Lodders [2009]の太陽系元素存在度のデータによると、

およそMg : Si : Fe = 1.0 : 1.0 : 0.9である。地球をつくった固体物質もまたその元素比を

持つならば、大部分の Feは金属のコアとして存在するので、マントルの構成鉱物がMg,Fe-カ

ンラン石とMg,Fe-輝石と仮定すると、マントルの平均組成は、単純計算でMg : Si : Fe = 1

: 1 : 0.08になる。ケイ酸塩全体の (Mg+Fe)/Si比でいうと 1.08であり、ほぼ輝石 (=1)に近

い。一方上部マントル組成をペリドタイト的と考えると、それは圧倒的にカンラン石が多い。

従って単純なマスバランスから、下部マントルは (ノルム鉱物として)輝石の他に過剰な SiO2

を含まねばならない。しかし、もし過剰な Siがコアの Feに溶け込むことが可能であれば、こ

の問題を解決すると同時に金属コア (正確には内核)の平均密度が純粋な Feよりも低いという

地球物理学的情報をも説明しうる。(ただしコアの平均密度に関しては、O, C, Hなど他の軽

元素が原因とする説もある)。過剰な Siが金属コアに溶け込むためには次の反応が進行しなけ

ればならない。

SiO2(s) ⇀↽ Si(s) + O2(g) — 反応 3

ここで SiO2 は上部・下部マントル分離前のケイ酸塩中の SiO2 成分を指すが、簡単のため純

粋な SiO2 を考慮する。

3-1. 反応 3の平衡定数K3 を活動度と分圧の式として表せ。また平衡定数K3 を 1 bar, 1500

Kについて計算せよ。∆Go
f,SiO2

= −644 kJ/molとし、Si(s)と O2(g)はこの条件下で

は基準状態そのものなので Gibbs生成自由エネルギーはいずれも 0。

3-2. 反応 3の、つまり Siが金属としてコアの Feに溶け込むための平衡酸素分圧を計算せよ。

結果的にマントルに Feを酸化鉄として保持した上で、さらに金属コアに Siを溶かしこ

むことは可能か不可能か理由をつけて答えよ。もし不可能ならば、マントルに存在する

過剰な SiO2 をどう説明するか考察せよ。



問題VII

以下の問 1から問 2までの全ての設問に答えよ。

問 1 反応物 Aから生成物 Pが生成する反応について考える。

A
k1−→ P

この反応は、反応速度が Aの濃度に対して 1次で依存する 1次反応である。k1 は反応速度定

数である。Aの濃度を [A]とし、[A]の時間変化を
d[A]

dt
とする。

1-1.
d[A]

dt
を [A], k1 を用いて表せ。

1-2. 反応を開始させた時間 (t = 0)における Aの濃度（初濃度）を [A]0 とする。[A]を [A]0,

k1 を用いて時間 tの関数として表せ。

1-3. この 1 次反応の速度定数 k1 を知るためには、[A] や [A]0 の絶対値を知る必要はなく、

[A]と [A]0 の比 ([A]/[A]0)が得られれば良い。その理由を説明せよ。

次に、2種類の反応物 A, Bから 1種類の生成物 Pが生成する反応について考える。

A + B
k2−→ P

この反応は、反応速度が A, Bの濃度それぞれに対して 1次で依存する 2次反応である。k2 は

反応速度定数である。A, Bの濃度を、それぞれ [A], [B]とし、[A]の時間変化を
d[A]

dt
とする。

1-4.
d[A]

dt
を [A], [B], k2 を用いて表せ。

1-5. 反応を開始させた時間 (t = 0)における A, Bの濃度（初濃度）をそれぞれ [A]0, [B]0 と

する（ただし、[A]0 ̸= [B]0）。[A]0 と [A]との差を xとしたとき (x = [A]0 − [A] )、
dx

dt
を [A]0, [B]0, x, k2 を用いて表せ。

1-6.
1

[B]0 − [A]0

(
1

[A]0 − x
− 1

[B]0 − x

)
dx = k2dt の関係が成り立つことを示せ。

1-7. ln
[A][B]0
[A]0[B]

= −k2 ([B]0 − [A]0) t の関係が成り立つことを示せ。

1-8. 1-7の式から、2次反応の速度定数 k2 を求めるためには、2種類の反応物の初濃度 [A]0

と [B]0 の絶対値が必要であることがわかる。しかし、一方の反応物 B の初濃度が、も

う一方の反応物 Aの初濃度よりも十分に大きいとき ([B]0 ≫ [A]0)、[A]/[A]0 と Bの初

濃度 ([B]0) の絶対値がわかれば k2 を良い精度で求めることができる。この理由を説明

せよ。



問 2 分子が赤外光を吸収すると、その分子の振動状態は基底状態から励起状態へと遷移する (振

動遷移)。分子がどの波数の光を吸収するかを調べることで (赤外吸収スペクトルを得るこ

とで)、その分子の振動や回転に関する情報を得ることができる。図 1 は室温における気相

の一酸化炭素 (CO) の赤外吸収スペクトルである。この赤外吸収スペクトルの振動遷移は

n = 0 → n′ = 1であるが (n, n′ は振動量子数)、図 1(a)を見ると多くの吸収線が現れている

ことがわかる。この微細な構造は、振動遷移 n = 0 → n′ = 1に伴って、回転遷移 J → J ′ も

同時に起きていることに由来している (J, J ′ は回転量子数であり、0 と正の整数をもつ)。こ

のことから振動回転スペクトルとも呼ばれる。

図 1 に示した CO の振動回転スペクトルの吸収線のピーク波数は、励起状態の振動回転準位

と、基底状態の振動回転準位とのエネルギー差で表される。COなどの二原子分子の振動回転

準位のエネルギー S(n, J)は、振動の項と回転の項の線形結合で表され、分子の非調和性と遠

心歪みを無視すると以下で与えられる。

S(n, J) =

(
n+

1

2

)
Eν +BJ(J + 1)

ここで Eν と B はそれぞれ振動エネルギーと回転定数である。CO の場合、振動遷移

n = 0 → n′ = 1 に伴って、2 種類の回転遷移 J → J ′ が起こる。ひとつは J ′ = J − 1 で

あり、P枝と呼ばれる。もうひとつは J ′ = J + 1であり、R枝と呼ばれる。結果として、CO

の振動回転スペクトルは、図 1(a)に示すように、P枝と R枝のふたつのグループに分かれる。

また図 1(b)から、P枝と R枝との中心は 2143.3 cm−1 であることがわかった。



2-1. P枝として観測される吸収線の波数を Eν , B, J を用いて表せ。

2-2. R枝として観測される吸収線の波数を Eν , B, J を用いて表せ。

2-3. 図 1から、COの振動エネルギー Eν を波数 (cm−1)の単位で求めよ。

2-4. 図 1から、COの回転定数 B を波数 (cm−1)の単位で有効数字 2桁で求めよ。

2-5. 図 1から、COの零点振動エネルギーを波数 (cm−1)の単位で有効数字 5桁で求めよ。

2-6. 零点振動エネルギーが正の値を持つ理由を説明せよ。

2-7. 一般に、液体や固体の分子の赤外吸収スペクトルの線幅は気相分子と比べて広く、回転遷

移による微細な構造は観測されない。この理由について、分子の回転状態から説明せよ。




