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北海道大学大学院理学院　物性物理学専攻・宇宙理学専攻修士（博士前期）課程入学試験　専門科目問題（午後）

受験に関する注意
• 試験時間：　 13:00～15:30 の 2時間 30分
• 解答紙、草案紙ともに受験番号を記入する。氏名は記入しない。
• 解答の際、途中の問が解けないときも問題文に記されている結果等を使ってそれ以
降の問を解いてよい。

• 試験終了後、解答紙、草案紙ともすべて提出する。
• 物性物理学専攻志望者（宇宙理学専攻を併願する者を含む）：問題 III, IVを解答
すること。

• 宇宙理学専攻志望者：
– 観測天文学，理論宇宙物理学，素粒子・宇宙論，原子核理論，情報メディア科学，
原子核反応データ科学を志望するものは問題 III, IVを解答すること。

– 惑星宇宙グループ,宇宙物質科学グループ，相転移ダイナミクス，飛翔体観測を志
望するものは問題 III, IV, V, VIの中から 2つの問題を選択して解答すること。

• 配布するものは
専門科目問題冊子 問題 III 2枚 (A4)

問題 IV 2枚 (A4)

問題 V 1枚 (A4)

問題 VI 1枚 (A4)

解答紙 2問題分 6枚 (B4)（各問題 3枚）
草案紙 2問題分 2枚 (B4)（各問題 1枚）



問題 III

問 1 質量mの粒子の 1次元調和振動子ポテンシャル中の運動は、ハミルトニアン
Ĥ =

p̂2

2m
+

1

2
kx̂2

に従う。ただし、位置演算子と運動量演算子を x̂, p̂ で表し、その交換関係は [x̂, p̂] = ih̄で与
えられる。
1-1. 演算子 â, â† を

â =

√
mω

2h̄
x̂+

i√
2mωh̄

p̂, â† =

√
mω

2h̄
x̂− i√

2mωh̄
p̂, ω =

√
k

m

で定義するとき、ハミルトニアンを x̂, p̂の代わりに â, â† を用いて表せ。
1-2. この系には最低エネルギー状態が存在することを示し、その状態が満たす条件を答えよ。
以下では、上の系のエネルギー固有値が (n + 1

2 )h̄ω (n = 0, 1, 2, · · · ) となることを用いてよ
い。次に、質量mの二つの粒子がハミルトニアン Ĥ

Ĥ =
p̂21
2m

+
p̂22
2m

+
1

2
k(x̂2 − x̂1 − l)2

に従い、直線上を運動する場合を考える。ただし、二つの粒子の位置演算子と運動量演算子を
x̂i, p̂i (i = 1, 2) で表す。
1-3. この系において全運動量 P̂ = p̂1 + p̂2 が保存することを示せ。
1-4. この系で全運動量の固有値が P の状態が取りうるエネルギー固有値を求めよ。
1-5. この系にポテンシャルが加えられ、ハミルトニアンが

Ĥ =
p̂21
2m

+
p̂22
2m

+
1

2
k(x̂2 − x̂1 − l)2 +

1

2
k′x̂2

1

　　 で与えられる場合を考える。この系が取りうるエネルギー固有値を求めよ。



問 2 ハミルトニアン Ĥ0 の固有値 Ei (i = 1, · · · )のうち、 Em に対する固有状態は M 重に縮退し
ており、正規直交な固有状態を |ψma〉 (a = 1, · · · ,M)とする。

Ĥ0|ψma〉 = Em|ψma〉, 〈ψma|ψmb〉 = δab (a, b = 1, · · · ,M)

このとき、摂動が加えられたハミルトニアン
Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′

に対し、Em から補正を受けた固有値を E′
ma とする。但し、摂動により λ の 1次で縮退は完

全に解けるとする。
2-1. 縮退がないとき（M = 1）、摂動の 1次で（λ の 1次までの量として）E′

ma （a = 1）を
求めよ。

2-2. M #= 1のとき、摂動の 1次で E′
ma を決定する方程式を導け。

次に、クーロンポテンシャルを受ける粒子を考える。このとき、エネルギーが縮退した 2s軌
道と 2p軌道の状態を球座標で表した波動関数は、動径波動関数と球面調和関数の積として

ψ2lm(r, θ,φ) = R2l(r)Y
m
l (θ,φ), l = 0, 1, m = −l, · · · , l

と表される。但し、実関数 R2l(r)は
∫ ∞

0
(R2l(r))r

2dr = 1

で規格化されており、s軌道と p軌道の球面調和関数は
Y 0
0 =

1√
4π

, Y −1
1 =

√
3

8π
sin θe−iφ, Y 0

1 =

√
3

4π
cos θ, Y 1

1 = −
√

3

8π
sin θeiφ

で与えられる。
2-3. クーロンポテンシャルに λĤ ′ = λf(r)r · L̂ の摂動が加えられたとき（f(r)は原点で正
　　 則で、遠方で十分に早く 0になる関数とする）、λ の１次では 2s軌道と 2p軌道の縮退は
　　 解けないことを示せ。但し、具体的に計算をすることなく証明をしてもよい。
2-4. クーロンポテンシャルに λĤ ′ = λB · L̂ の摂動が加えられたとき、2s軌道と 2p軌道の
　　 状態のエネルギー固有値の補正（変化）を λの１次まで求め、対応する固有関数（λ の
　　 0次まで）と共に答えよ。但し、L̂は角運動量演算子で

L̂± = L̂x ± iL̂y = h̄e±iφ

(
± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)

L̂z = −ih̄
∂

∂φ

　　と表される。また、Bは定数B, θ0,φ0を用いてB = B (sin θ0 cosφ0, sin θ0 sinφ0, cos θ0)

　　 と表されるとする。



問題 IV

問 1 圧力 P、体積 V、内部エネルギー U のあいだに PV =
1

3
U の関係を持つ作業物質を用いて

図のようなヒートポンプを考える。ここで 2 → 1 は圧力 PA で体積を V2 から V1 (< V2) に
圧縮する準静的定圧過程、1 → 4 は圧力を PA から PB (< PA) に変える準静的断熱過程、
4 → 3 は圧力 PB の準静的定圧膨張過程、3 → 2 は準静的断熱圧縮過程である。

1-1. 過程 2 → 1 で作業物質から流出した熱 QA を求めよ。
1-2. 過程 3 → 2 上で P と V が満たす関係式を PV γ = PAV

γ
2 の形に書くとき、γ を求めよ。

1-3. 過程 4 → 3 で作業物質に流入した熱を QB とし、１サイクルで外部から作業物質にされ
た仕事を W とするとき、このヒートポンプの冷却性能指数は εc =

QB

W
で表される。

εc を PA, PB で表せ。
1-4. 一般の熱力学系において、内部エネルギー U、エントロピー S、体積 V、温度 T、圧力

P とその微小変化量 dU , dS, dV の間に成立する基本関係式
dU = TdS − PdV

と dU , dS が完全微分であることから成立する
∂2U

∂T∂V
=

∂2U

∂V ∂T
,

∂2S

∂T∂V
=

∂2S

∂V ∂T

を用いて、 (
∂U

∂V

)

T

= T

(
∂P

∂T

)

V

− P

となることを示せ。



1-5. P , V , U の間に PV =
1

3
U , U = V u(T )（u(T )は単位体積当りの内部エネルギーで温

度 T だけの関数と仮定する。）の関係が成立するとき、1-4.の結果を使って、P ∝ T 4 と
なることを示せ。

1-6. 1-5.の作業物質を使うと、上図のヒートポンプにおける定圧過程は等温過程となり、カ
ルノー逆サイクルと解釈できる。1-3. で求めた冷却性能指数 εc を、圧力 PA での温度
TA、圧力 PB での温度 TB を用いて表せ。

問 2 i番目の粒子の位置を ri、運動量を pi として、ハミルトニアン
H =

N∑

i=1

|pi|2

2m
+ Φ(r1, · · · , rN )

で記述される質量 mの粒子 N (" 1)個からなる古典的な系が、温度 T の熱浴と平衡状態に
ある。ここで、Φは粒子間の相互作用ポテンシャルを表している。以下ではボルツマン定数は
kB とし、計算に必要なら、積分公式

∫ ∞

−∞
dxe−αx2

=

√
π

α
(α > 0)

を用いてよい。
2-1. この系の１粒子の速度 v = (vx, vy, vz)の確率密度分布 f(v) が

f(v) =

(
βm

2π

)3/2

e−βm(v2
x+v2

y+v2
z)/2

と表されることを示せ。ただし、β = 1/(kBT ) である。
2-2. １粒子の速さ v (≡ |v|) の確率密度分布 F (v)を求め、速さ v の平均値を計算せよ。
次に、質量 mの単原子分子 N 個からなる理想気体が体積 V の立方体容器中にあり、温度 T

の熱浴と平衡状態にあるとすると、粒子の速度分布は上の f(v)に従う。時刻 t = 0 で x軸正
方向に垂直な容器壁に断面積 S の小さな穴を開けたところ、気体分子は容器外に漏れ始めた。
ただし、容器中の気体が常に温度 T の平衡状態と近似できる程度に穴は小さいものとし、容器
外は真空で外に飛び出た分子が容器内に戻ることはないとする。
2-3. このとき、時刻 tでの容器中の分子数 N(t) が従う微分方程式を求めよ。また、それを解

いて、時刻 t = 0に容器中に N0 個の分子があったとするときの N(t) を求めよ。
2-4. 穴から飛び出る気体分子の x方向の速度 vx (> 0)の確率密度分布 f̃(vx) を求めよ。



問題V

以下の問に答えよ。解答にあたっては結果だけでなく、導出過程についても記すこと。
問 1 以下のように定義される行列 A について、以下の問に答えよ。

A =

(
−1 −4

6 9

)

1-1. 行列 A の固有値と固有ベクトルをすべて求めよ。
1-2. 行列 A を対角化せよ。

問 2 r = (x, y, z) を位置ベクトル、f = f(|r|) を微分可能なスカラー関数、A = A(r) を微分可能
なベクトル関数、S を閉曲面、n を S の外向き法線ベクトル、V を S で囲まれた領域の体積
とする。このとき、以下の式が成り立つことを示せ。
2-1. grad f =

df

dr

r

|r|
2-2. ∇ · (∇×A) = 0

2-3.
1

3

∫

S
r · ndS = V

問 3 x を実数、z を複素数とする。このとき、以下の問に答えよ。
3-1.

1

sin z
の極と、その極における留数を求めよ。

3-2.

∫

C
|z|dz を求めよ。ただし、積分路 C は複素平面上の単位円 |z| = 1 の上半分、正の向

きである。
3-3.

∫ ∞

−∞

1

x2 + 1
dx を求めよ。

問 4 以下の微分方程式
d2y

dx2
+

1

x

dy

dx
+

(
1− ν2

x2

)
y = 0

の解をべき級数展開する（ν ≥ 0）。すなわち、整数 k,λ を用いて y =
∞∑

k=0

akx
k+λ とする。

ここで a0 $= 0 とする。このとき、以下の問に答えよ。
4-1. ak+2 と ak の間の関係式を求めよ。
4-2. a0 $= 0 より、ν と λ の間の関係式を求めよ。
4-3. 4-2. の結果を用いて、a1 を求めよ。



問題VI

以下の問に答えよ。解答にあたっては結果だけでなく、導出過程についても記すこと。
問 1 惑星半径 r に比べて十分厚さが薄く、巨視的な運動をしない大気を持つ質量M の惑星を考え

る。大気中の気体分子 1個の質量を m、万有引力定数を G、ボルツマン定数を k として、以
下の問に答えよ。
1-1. 惑星の大気には、その惑星の重力が作用する。惑星の地表面付近に存在する気体分子が

持つ、重力による位置エネルギーを求めよ。ただし、位置エネルギーは無限遠で 0 と
する。

1-2. 理想気体 1モル中の気体分子の並進運動エネルギーの総和を求めよ。ただし、アボガド
ロ数を NA、気体分子の速さの二乗平均値を v2 とする。

1-3. 絶対温度 T、気体定数 R、及び 1-2.で求めた並進運動エネルギーの総和を用いて、気体
分子 1個が持つ平均運動エネルギーが 3

2
kT となることを導け。

1-4. 1-1. で求めた位置エネルギーと 1-3. で示した平均運動エネルギーを用いて、大気が宇
宙空間へ流出しない大気温度の条件を示せ。

1-5. 大気の上層では、速度の大きい気体分子は惑星の重力を振り切り宇宙空間へ脱出するこ
とができる。気体分子が惑星の重力圏から脱出するための初速度の最小値 (脱出速度)ve

を求めよ。さらに、脱出速度 ve を用いて、1-4.で示した大気温度の条件を書き換えよ。
問 2 ある惑星に存在する大気が、次式で示される静力学平衡状態にあるとする。

dp(z)

dz
= −ρg

ここで、z は地表面からの高さ、pは高さ z における気圧、ρは大気密度、g は重力加速度であ
る。この惑星に存在する大気の総質量Ma を、地表面における気圧 Ps、重力加速度 g、惑星半
径 rを用いて表せ。ただし、大気の厚さは惑星半径に比べて十分薄く、大気圏において重力加
速度 g は一定とする。

問 3 以下の問に答えよ。
3-1. 惑星の放射平衡温度 Te は、単位時間あたりに惑星に吸収される太陽放射エネルギーと、

惑星が射出する黒体放射エネルギーを等しいとおくことによって求められる。太陽-惑星
間距離を D、惑星の軌道上における太陽放射を F (D)、惑星のアルベドを A、ステファ
ン・ボルツマン定数を σ とし、惑星表面の放射平衡温度 Te を求めよ。

3-2. 惑星は、太陽を焦点の 1つとする楕円軌道を公転する。太陽-惑星間距離 D に関する惑
星の放射平衡温度 Te の変動が、dTe

dD
= − Te

2D
に従うことを示せ。


