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時間差分スキーム(2)

ここでは,真の解の位相に対する数値解の位相の比を調べる.

2段階スキームの安定性

Un+1を求めるのに Un, Un−1を用いて求める 2段階スキームの安定性を求める.

リープフロッグスキーム (leapfrog scheme)

振動方程式に対してリープフロッグスキームをあてはめた差分式は

Un+1 = Un−1 + 2iω∆tUn. (1)

2段階スキームを用いた場合初期値がU0, U1の 2つ必要になる. ここでU0は物理
的な初期値, U1は U0から何らかの方法で計算し求めた初期値である.

増幅係数 λを計算すると
Un = λUn−1. (2)

Un =
Un+1

λ
なので

Un+1

λ
= λUn−1, (3)

Un+1 = λ2Un−1. (4)

これを (1)式に代入すると

λ2Un−1 = Un−1 + 2iω∆tλUn−1. (5)

両辺を Un−1で割ると
λ2 − 2iω∆tλ− 1 = 0. (6)

これを解くと
λ = ip±

√
1− p2. (7)
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よって, λの解は 2つ存在する. 一般にm段階スキームにはm個の増幅係数が現れ
る. それぞれの λに対する数値解をモード (mode)と呼ぶ.

リープフロッグスキームの場合 (7)式は,

λp =
√
1− p2 + ip, (8)

λc = −
√

1− p2 + ip (9)

の 2つの解になる. それぞれの |λ|を考えると,

|λp| = (
√

1− p2 + ip)(
√
1− p2 − ip) = 1, (10)

|λc| = (−
√

1− p2 + ip)(−
√
1− p2 − ip) = 1 (11)

となる. よって,リープフロッグスキームの二つの増幅係数はどちらも安定である.
また, 2段階スキームにおける真の解と数値解の位相比は，1段階スキームの場合
と同様に，

θ

p
=

1

p
arctan

λim

λre

(12)

である. λpの場合は
θ

p
=

1

p
arctan

p

(1− p2)
1
2

(13)

=
1

p
arctan

{
p

(
1 +

p2

2
+

p4

4
+ · · ·

)}
. (14)

よって,ホインスキームと同じ形になるので pが 0の極近傍では遅く進み,そこか
ら離れると早く進む. また, λcの場合は

θ

p
=

1

p
arctan

{
− p

(1− p2)
1
2

}
(15)

=
1

p
arctan

{
−p

(
1 +

p2

2
+

p4

4
+ · · ·

)}
. (16)

よって,真の解よりも遅く進む.

物理モードと計算モード

リープフログスキームの増幅係数は (7)式より

λp =
√
1− p2 + ip, (17)

λc = −
√

1− p2 + ip (18)
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の 2つの解である. ここで∆t → 0の極限を考えるとλpのときはλp → 1でUn+1 =

Un, λcのときは λc → −1で Un+1 = −Unとなり, λcのときには反転してしまう.
そこで λpに対応する数値解を物理モード (physical modes). λcに対応する数値解を
計算モード (computational modes)と呼ぶことにする. 実際の計算で得られる数値解
は,これらのモードの重ね合わせになる.

重ね合わせを考える前に極端な例として ω = 0の場合を考える. そのとき
dU

dt
= 0. (19)

(1)式は
Un+1 = Un−1 (20)

となる. これは U1の与え方によって解の振舞いが変わる.

U1が U1 = U0と与えられた場合
Un+1 = Un. (21)

これは p → 0の極限の λpのモードに対応するので
Un+1 = λpU

n. (22)

この場合,解は物理モードのみから構成される.

U1が U1 = −U0として与えられた場合
Un+1 = −Un. (23)

これは p → 0の極限での λcのモードに対応するので
Un+1 = λcU

n. (24)

この解は計算モードのみから構成される.

次に ω ̸= 0の一般の場合を考える. その場合数値解は
Un
p = λn

pU
0
p , (25)

Un
c = λn

cU
0
c (26)

の重ね合わせで表される. よって,a, bを定数とすると
Un = aλn

pU
0
p + bλn

cU
0
c . (27)

U0と U1を (27)式を用いて表すと
U0 = aU0

p + bU0
c , (28)

U1 = aλpU
0
p + bλcU

0
c . (29)
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これを aU0
p と bU0

c の連立方程式と考えて解くと

aU0
p =

λcU
0 − U1

λc − λp

, (30)

bU0
c =

λpU
0 − U1

λp − λc

. (31)

これを (27)式に代入すると

Un = λn
p

λcU
0 − U1

λc − λp

+ λn
c

λpU
0 − U1

λp − λc

=
1

λp − λc

{
λn
p

(
U1 − λcU

0
)
− λn

c

(
U1 − λpU

0
)}

. (32)

よって,物理モードの振幅は |U1 − λcU
0|に,計算モードの振幅は |U1 − λpU

0|に比
例することが分かる. (32)式は U1 = λpU

0のとき

Un =
1

λp − λc

λn
p (λp − λc)U

0 (33)

= λn
pU

0. (34)

一方, U1 = λcU
0のとき

Un =
1

λp − λc

λn
c (λp − λc)U

0 (35)

= λn
cU

0. (36)

となり,どちらも ω = 0の場合に対応する.

U1は λpから求めることができるが必ずしも計算モードを除去できるわけではな
い. また複雑な式になると解析的に物理モードを求めることができなくなる. そこ
で, U1は 1段階スキームから求める. 仮に,物理モード λpを厳密にしることができ
ても Unは差分式の厳密解にはなりえない. これは計算機によって丸め誤差がある
ためである. よって, 数値モードを完全に除去することは現実的には難しい. しか
しながら,丸め誤差の影響は些細なものなので,あまり神経質になる必要はない1 ).

1 )Mesinger and Arakawa(1976)では丸め誤差は「a little important」であると述べられている.
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