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時間差分スキーム(3)

リープフロッグスキームの安定性と位相

リープフロッグスキームの場合, 2つの増幅係数 λ1と λ2が存在する. 時間差分ス
キーム (2)の (22)式より振動方程式にリープフロッグスキームを当てはめた差分
式は,

Un = aλn
1U

0
1 + bλn

2U
0
2 .

したがって,安定性条件は,

|λ1| < 1,

|λ2| < 1

であることである. 以下では安定性条件を詳しくみるために, 3つの特別な場合に
ついて考える.

Case1. |p| < 1のとき

時間差分スキーム (2)の 2段階スキームの安定性より,1− p2 > 0のときは

|λ1| =
√
λ1λ∗

1 = 1,

|λ2| =
√
λ2λ∗

2 = 1.
(1)

よって, |p| < 1のとき,安定性は中立となる. 位相については,

θ = arctan

(
λim

λre

)
より,物理モードの位相を θ1,計算モードの位相を θ2 とすると,

θ1 = arctan(
p√

1− p2
),

θ2 = arctan(− p√
1− p2

).
(2)

p → 0の時の位相の振る舞いについて考える. 右極限 p → +0を考えると
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tan θ1 =
p√

1− p2
> 0,

tan θ2 = − p√
1− p2

< 0.

ゆえに,

0 < θ1 <
π

2
,

π

2
< θ2 < π.

図 1: リープフロッグスキームにおける物理モードと計算モードの位相の振る舞い
(Mesinger and Arakawa (1976)より引用). 縦軸は位相, 横軸は x = p/

√
1− p2 で

ある.

図 1より,
θ2 = π − θ1.

特に, p → 0のとき, θ1 → p , θ2 → π − pである. p = ω∆tであるから, ∆t → 0の
とき物理モードの位相は真の解の位相に近づくことがわかる. 一方,計算モードの
位相は πずれてしまう. 同様に p < 0で左極限 p → −0を考えると,

−π < θ1 < −π

2
,

−π

2
< θ2 < 0

であるから,
θ2 = −π − θ1.
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結局, p ≷ 0をまとめて表すと,

θ2 = ±π − θ1 (複号同順) (3)

となる.

物理モードの位相 θ1 の振る舞いは次の通りである. p ≪ 1のとき,

θ1 = arctan

(
p√

1− p2

)

なので,

θ1 = arctan

(
p√

1− p2

)

∼ arctan

{
p(1 +

1

2!
p2 + 9

1

4!
p4 + · · · )

}
∼ (p+

1

2
p3)−

(p+ 1
2
p3)3

3
+ · · ·

∼ p+
p3

6
+ · · · .

ゆえに,
θ1
p

∼ 1 +
p2

6
> 1.

リープフロッグスキームの物理モードの位相は真の解よりも早く進む. 但し,松野
スキームよりは遅い.
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