
GFDワークノート 台形則近似 1

台形則近似

式で書いてある関数は,よほどのことがない限り式で微分できるが,積分はごく限
られた形のものしか式の形で積分することはできない1 ). そこで,定積分の数値計算
法である「数値積分法」が重要視される. 数値積分法の最も基本的な公式といえば
「台形則 (trapezoidal ruleあるいは trapezium rule)」か,あるいは「中点則 (mid-point
rule)」である. ここでは台形則について話を進めていく. また,本当に困難なのは
多重積分の数値計算なのであるが,まずは一変数関数 f(x)の定積分

I =

∫ b

a

f(x)dx

の数値計算を扱う.

基本的な性質

定積分

I =

∫ b

a

f(x)dx

の積分区間 [a, b]を N 等分して

h =
b− a

N

とおき, I を和

IN = h

[
1

2
f(a) +

N−1∑
n=1

f(a+ nh) +
1

2
f(b)

]
(1)

1 )例えば誤差関数

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt

は解析的には積分できない.
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で近似しようというのが台形則である. f(x)が解析的な関数のときには,誤差 IN−I

は任意の pに対して,

IN − I = c2h
2 [f ′(b)− f ′(a)] + c4h

4 [f ′′′(b)− f ′′′(a)]

+…+ c2ph
2p
[
f (2p−1)(b)− f (2p−1)(a)

]
+O(h2p+2) (1)

と表わされることが分かっている. ここで ciは hや f に関係しない定数である. (1)
は「オイラー・マクローリンの公式」である. オイラー・マクローリンの公式の証
明は付録を参照されたい. オイラー・マクローリンの公式を使えば台形則の誤差を
見積もることができる. 式の形を見ればわかるとおり,区間数 N を倍 (刻み幅 hを
半分)にすると誤差は約 1/4になる. この事実は性質のよくわからない関数 f(x)に
対して,あるいは丸め誤差の大きさの見当がつけがたいときなどに,台形則が台形
則らしく働いているかどうかを確認するのに役立つ. しかし,丸め誤差の観点から,
むやみに N を大きくすればよいというものではない. 詳しくはレジュメ「加減算
の繰り返しによる桁落ち」を参照されたい.

IN がすでに計算されているときに I2N を計算するには,台形則 IN と中点則,

JN = h
N∑

n=1

f

(
a+

(
n− 1

2

)
h

)
(2)

の平均をとるとよい. この証明は, N → 2N のとき h → h

2
となることを忘れなけ

れ簡単である.

証明

IN + JN
2

= I2N =
h

2

[
1

2
f(a) +

2N−1∑
n=1

f(a+
nh

2
) +

1

2
f(b)

]
(3)

を示す.

IN + JN = h

[
1

2
f(a) +

N−1∑
n=1

f(a+ nh) +
N∑

n=1

f

(
a+

(
n− 1

2

)
h

)
+
1

2
f(b)

]

= h

[
1

2
f(a) +

2N−1∑
n=1

f(a+
nh

2
) +

1

2
f(b)

] (4)

ゆえに,
IN + JN

2
= I2N =

h

2

[
1

2
f(a) +

2N−1∑
n=1

f(a+
nh

2
) +

1

2
f(b)

]
証明終わり.
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