
有限差分法の基礎 差分方程式の性質 1

有限差分法の基礎(2)

差分方程式の性質

着目する方程式は 1次元線形移流方程式である. u = u(x, t)のとき,

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, c = const. (1)

ただし初期条件は

u(x, 0) = F (x)

とする. 偏微分方程式 (1)式式の解析解は,標準座標の導入により次のようにして
求めることができる.まず ξ = x− ctとおき,独立変数 x, tを ξ, tに変換する.

u(x, t) = U(ξ, t).

uを tで微分して,

∂u

∂t
=

∂U

∂ξ

∂ξ

∂t
+

∂U

∂t

∂t

∂t
= −c

∂U

∂ξ
+

∂U

∂t
. (2)

uを xで微分して,
∂u

∂x
=

∂U

∂ξ

∂ξ

∂x
=

∂U

∂ξ
. (3)

(2)式と (3)式を (1)式に代入して,

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= −c

∂U

∂ξ
+

∂U

∂t
+ c

∂U

∂ξ

=
∂U

∂t

= 0.

ゆえに, U は ξ のみの関数でなければならず, tの関数ではない.したがって, f を ξ

を成分とする任意の関数として,

U(ξ, t) = f(ξ)
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となる. ξ = x− ctを考慮すると U(ξ, t) = u(x, t)より,

u(x, t) = f(x− ct).

初期条件をあてはめると,
u(x, t) = F (x− ct). (4)

(4)式は (1)式の解析解である.

特性曲線

簡単のためこれからの話では c > 0とする. (4) 式から, (1) 式の解析解は直線
x−ct = x0 (x0 = const)上では常に f(x0)という一定値をとる.このようにある曲線
上で着目する関数の値が一定値をとるような曲線のことを,特性曲線 (characteristics
curve)という.方程式の解はこの特性曲線に沿って伝播する.

x-ct=x

x x

t

0

0

0

図 1: 1次元線形移流方程式の特性曲線.

適合性 (consistency)

∆t, ∆x → 0で差分式が元の式に一致するとき,その差分式は適合性 (consistency)
をもつという.
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x = j∆xにおいて, (1)式を時間方向にオイラー法 (前進差分),空間方向に後方差分
を用いて差分化すると,

un+1
j − un

j

∆t
+ c

un
j − un

j−1

∆x
= 0. (5)

un
j は点 (j∆x, n∆t)における数値解 uの値である.

ここで, (5)式の適合性を考える. (5)式の適合性は精度を求めることでわかる.数値
解の精度 (誤差)は un

j − u(j∆x, n∆t)で与えられる.数値解の精度を予測すること
はできないが,解析解 u(j∆x, n∆t)を差分式に代入することで,差分式の精度を評
価することはできる.差分式の打ち切り誤差を εとすれば,

u(j∆x, (n+ 1)∆t)− u(j∆x, n∆t)

∆t
+ c

(
u(j∆x, n∆t)− u((j − 1)∆x, n∆t)

∆x

)
= ε.

(6)
有限差分法の基礎 (1)の差分精度のときと同様にして打切り誤差を求める.左辺第
1項で u(j∆x, (n+ 1)∆t)を t = n∆tのまわりでテイラー展開すると,

u(j∆x, (n+ 1)∆t) = u(j∆x, n∆t) +

(
∂u

∂t

)
j,n

∆t+
1

2

(
∂2u

∂t2

)
j,n

(∆t)2

+
1

3!

(
∂3u

∂t3

)
j,n

(∆t)3 + · · · .

ここで, u(j∆x, (n+ 1)∆t) = un+1
j , u(j∆x, n∆t) = un

j であることを注意すると,

un+1
j − un

j

∆t
=

(
∂u

∂t

)
j,n

+
1

2

(
∂2u

∂t2

)
j,n

∆t

+
1

3!

(
∂3u

∂t3

)
j,n

(∆t)2 + · · ·

となる.同様に左辺第 2項を u((j− 1)∆x, n∆t)を x = j∆xのまわりでテイラー展
開すると,

u((j − 1)∆x, n∆t) = u(j∆x, n∆t)−
(
∂u

∂x

)
j,n

∆x+
1

2

(
∂2u

∂x2

)
j,n

(∆x)2

− 1

3!

(
∂3u

∂x3

)
j,n

(∆x)3 + · · · .

ここで, u((j − 1)∆x,∆t) = un
j−1, u(j∆x, n∆t) = un

j に注意すると,

un
j − un

j−1

∆x
=

(
∂u

∂x

)
j,n

+−1

2

(
∂2u

∂x2

)
j,n

∆x+
1

3!

(
∂3u

∂x3

)
j,n

(∆x)2 + · · ·
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となる.この式から真の値を引くと

ε =
un+1
j − un

j

∆t
− ∂u

∂t
+ c

(
un
j − un

j−1

∆x
− ∂u

∂x

)
=

1

2

(
∂2u

∂t2

)
j,n

∆t+
1

3!

(
∂3u

∂t3

)
j,n

(∆t)2 + · · ·

− c

(
1

2

(
∂2u

∂x2

)
j,n

∆x− 1

3!

(
∂3u

∂x3

)
j,n

(∆x)2 + · · ·

)
. (7)

よって,
ε = O(∆x,∆t)

となる1 ) . (7)式で∆t,∆x → 0のとき ε = 0になるので (5)式は適合性を持つ. ま
た, (5)式は空間,時間方向ともに 1次精度であることもわかる.

収束性

収束性 (convergence)とは ∆t, ∆x → 0のときに,数値解が真の解に一致すること
である2 ).また,あらゆる初期条件に対して,収束性のある数値解を与えるスキーム
もまた収束性があると言う. 注意しなければならないことは,適合性があるからと
いって,必ずしも収束性があるとは限らないことである.

(1)式を例として考える. 今 x− ct = 0の直線上にある点 A を考えるとき,点 Aは
u(j∆x, n∆t)の点とする. この関係を図示したのが図 2のようになる. 連続系の式
において,点 A の解は,原点での uの解と同じである.差分系の式においては,点 A
の解は点線より下側の格子点上の値で表現される.点線より下の斜線をつけた領域
を依存領域 (domain of dependence)と呼ぶ. 数値解が真の解に収束するための必要
条件は,依存領域が真の解の特性曲線を含むことである.すなわち,

∆t

∆x
≤ 1

c
,

c∆t ≤ ∆x. (8)

図2からもわかるように,∆tと∆xの比の値が変わらない限り,格子間隔を小さくし
ても依存領域は変化しない. (8)式を CFL条件 (Courant-Friedrichs-Lewy condition)
という.

1 )一般に,時間差分と空間差分の精度は一致しないため,

ε = O(∆x) +O(∆t)

と表記することもある.
2 )厳密には n∆tを固定して∆t,∆x → 0のとき ε → 0となること.
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x

t

x - ct = 0

0

A

図 2:特性曲線と依存領域の関係. この例では, t = 0で適切な初期条件をを与え数
値積分を行ったとしても点 A を通過する特性曲線が点 A の依存領域に含まれない
ため点 A における数値解 u(j∆x, n∆t)は真の解に収束しない.
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安定性 (stability)

n → ∞で数値解 u(j∆x, n∆t)が有界のとき,その差分式は安定であるという3 ).差
分式の安定性の判定法には,直接法,エネルギー法,フォンノイマン法の 3通りの方
法がある.

直接法 (direct method)

真の解が有界であることをすでに知っているとする.このとき数値解の絶対値の最
大値が有界であるかどうかを調べる方法が直接法である.

今 c > 0として移流方程式の差分式 (5)式を un+1
j について解くと,

un+1
j − un

j

∆t
+ c

un
j − un

j−1

∆x
= 0,

un+1
j = un

j −
c∆t

∆x
(un

j − un
j−1),

un+1
j =

(
1− c∆t

∆x

)
un
j +

c∆t

∆x
un
j−1.

ここで,
c∆t

∆x
= µとおくと,

un+1
j = (1− µ)un

j + µun
j−1. (9)

収束性の条件から,

∆t

∆x
≤ 1

c
,

c
∆t

∆x
≤ 1,

1− µ ≥ 0.

よって,安定性条件は,

|un+1
j | ≤ (1− µ)|un

j |+ µ|un
j−1|. (10)

t = (n + 1)∆tでの |un+1
j |の最大値をMax(j)|un+1

j |とし, t = n∆tでの |un
j |の最大

値をMax(j)|un
j |とする4 ).このとき安定性条件 (10)式は,

Max(j)|un+1
j | ≤ Max(j)|(1− µ)un

j + µun
j−1|

≤ (1− µ)Max(j)|un
j |+ µMax(j)|un

j−1|
= Max(j)|un

j |
3 )正確には∆x, ∆tを固定し, n → ∞としたとき,真の解と数値解との誤差 un

j − u(j∆x, n∆t)が
有界であるときに安定であるという.

4 )Maxの下付きの (j)は空間方向の格子点の全ての中の最大値という意味である.
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となる. 3行目の変形では同じ時刻の最大値なので,

Max(j)|un
j−1| = Max(j)|un

j |

となることを用いた.

エネルギー法 (energy method)

エネルギー法は数値解 un
j の 2乗の和

∑
j

(un
j )

2 が有界であるかどうかを調べる方

法である.物理学に応用した場合 u2はエネルギーに比例する量なので,エネルギー
法と呼ばれる.

(9)式から,
J−1∑
j=0

(un+1
j )2 を計算する.まず (9)式の両辺を 2乗して,

(un+1
j )2 = (1− µ)2(un

j )
2 + µ2(un

j−1)
2 + 2(1− µ)µun

j u
n
j−1.

次に j について和をとって,

J−1∑
j=0

(un+1
j )2 =

J−1∑
j=0

[(1− µ)2(un
j )

2 + µ2(un
j−1)

2 + 2(1− µ)µun
j u

n
j−1].

ここで周期境界条件 un
−1 = un

J−1 を仮定すると,

J−1∑
j=0

(un
j−1)

2 = (un
−1)

2 + (un
0 )

2 + (un
1 )

2 + · · ·+ (un
J−2)

2

= (un
J−1)

2 + (un
0 )

2 + (un
1 )

2 + · · ·+ (un
J−1)

2

=
J−1∑
j=0

(un
j )

2.

また,コーシー・シュワルツの不等式 (Schwarz’s ineequality)5 ),∑
ab ≤

√∑
a2
√∑

b2,

をもちいると,

J−1∑
j=0

un
j u

n
j−1 ≤

√∑
j

(un
j )

2

√√√√ J−1∑
j=0

(un
j−1)

2

=
J−1∑
j=0

(un
j )

2.

5 )付録を参照されたい.
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収束性の条件から, 1− µ ≥ 0でなければならないので,

J−1∑
j=0

(un+1
j )2 =

J−1∑
j=0

[(1− µ)2(un
j )

2 + µ2(un
j−1)

2 + 2(1− µ)µun
j u

n
j−1]

≤
J−1∑
j=0

[(1− µ)2(un
j )

2 + µ2(un
j )

2 + 2(1− µ)µ(un
j )

2]

= [(1− µ)2 + µ2 + 2(1− µ)µ]
J−1∑
j=0

(un
j )

2

=
J−1∑
j=0

(un
j )

2,

である.よって,

J−1∑
j=0

(un+1
j )2 ≤

J−1∑
j=0

(un
j )

2 (11)

のときに安定性条件を満たす.

フォンノイマン法 (Von Neumann’s method)

数値解をフーリエ級数展開し,展開係数が有界であるかどうかを調べる方法をフォ
ンノイマン法という. 直接法やエネルギー法とは異なり,実際に数値計算をしなく
ても安定性を議論できるので,最もよく用いられる方法である.

1次元線形移流方程式は連続形の場合 (1)式と表される. (1)式の波数 k成分の解は,

u(x, t) = Re[U(t)eikx]

である.展開係数 U(t)は,
dU

dt
+ ikcU = 0,

を満たす.上の常微分方程式の解析解は,

U(t) = U(0)eikct.

よって,これを元の展開式に代入すると,

u(x, t) = Re[U(0)eik(x−ct)], (12)

となる.一方,離散化した場合, 1次元線形移流方程式は (5)式のように表される.各
格子点上の予報変数 un

j の波数 k成分の解は,

un
j = Re[Uneikj∆x].
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上式を差分式 (5)式に代入して,

Un+1 − Un

∆t
eikj∆x + c

Un

∆x
(eikj∆x − eik(j−1)∆x) = 0

Un+1 − Un

∆t
+ c

Un

∆x
(1− e−ik∆x) = 0.

Un+1 について解くと,

Un+1 =

(
1− c

∆t

∆x

)
Un + c

∆t

∆x
Une−ik∆x

= (1− µ)Un + µUne−ik∆x. (13)

ここで, Un の n → ∞の挙動を知るために,増幅係数 (amplification factor)λを次
のように定義し,導入する.

λ ≡ Un+1

Un
. (14)

(14)式より,
|Un+1| = |λ||Un|.

同様にして |Un|を展開していくと,

|Un| = |λ||Un−1|
= |λ||λ| · · · |U0|
= |λ|n|U0| (15)

となる.安定性の条件は, B をとある有限の値としたとき,すべての kに対して,

|Un| = |λ|n|U0| < B,

となることである.よって,

|λ|n <
B

|U0|
.

両辺対数をとり,その右辺を B′ と定義すると,

n ln|λ| < ln
B

|U0|
≡ B′.

時刻は t = n∆tと表されるので,

ln|λ| < B′

t
∆t, (16)

と変形できる.ここで,有限時間で数値解が有界となる条件を考える.このとき (16)
式は,

ln|λ| ≤ O(∆t).
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また,増幅係数の大きさは高々1程度だと考え, λを次のように再定義する.

λ ≡ 1 + δ.

δが微小量のとき ln(1 + δ)を δ = 0のまわりで展開すると,

ln(1 + δ) = ln(1) + δ − 1

2
δ2 +

1

3
δ3 + · · ·

≈ δ.

よって,安定性の条件 (16)式は,

δ ≤ O(∆t),

または,
|λ| ≤ 1 +O(∆t) (17)

となる. (17)式の条件は,数値解がゆっくりと指数的に増幅することを許容する.し
かし,物理的にはそのような解は許されない.したがって, (17)式の代わりに,

|λ| ≤ 1, (18)

を安定性の条件とする6 ).これをフォンノイマンの安定性条件という.
6 )(19)を安定性条件とすることを時間微分をオイラー法で差分化して考える.
Un+1 をオイラー法で解くと

Un+1 ≈ Un +
dU

dt

∣∣∣∣
n

∆t.

ここで (15)式より

λUn − Un ≈ dU

dt

∣∣∣∣
n

∆t,

dU

dt

∣∣∣∣
n

≈ (λ− 1)

∆t
Un.

これを解くと

Un ≈ U0e
λ−1
∆t .

ここで λ = 1 +O(∆t)とすると,

Un = U0e
O(∆t)

∆t .

これは
O(∆t)

∆t
> 1のときに指数的に増幅してしまう.確実に減衰するためには

λ− 1

∆t
≤ 0,

λ− 1 ≤ 0,

λ ≤ 1

の必要がある.よって |λ| ≤ 1が安定条件である.
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安定性条件が分かったので, 実際に (13)式のように離散化した場合の増幅係数 λ

を求める. (13)式において, Un+1 = λUn と置き換えると,

λ = 1− µ+ µe−ik∆x

= 1 + µ(e−ik∆x − 1). (19)

(19)式を 2乗すると,

|λ|2 = λ · λ∗

=
{
1 + µ(e−ik∆x − 1)

}{
1 + µ(eik∆x − 1)

}
= 1 + µ(e−ik∆x − 1) + µ(eik∆x − 1) + µ2(eik∆x − 1)(e−ik∆x − 1)

= 1 + 2µ(cos k∆x− 1) + µ2(2− 2 cos k∆x)

= 1− 2µ(1− cos k∆x)(1− µ). (20)

ゆえに, |λ|2 ≤ 1であるためには, 1− µ ≥ 0でなければならない.

(20)式で記述される |λ|2 の性質を考察する. k∆xを固定して, 0 ≤ µ ≤ 1で |λ|2 が
どう変化するかを考える. |λ|2 を µの関数としてみると, |λ|2 は µの 2次関数であ
り,その極値は,

d|λ|2

dµ
= 0,

となる µであたえられる.

d|λ|2

dµ
= −2(1− 2µ)(1− cos k∆x),

であるから, µ = 1/2で極小値をとり,曲線の傾きは k∆xが大きいほど,すなわち
波長が短くなるほど大きくなる.有限差分法の基礎 (1)より数値解が表現可能な最
小波長は 2∆xであり,このとき |λ|2 = 0となる.

図 3からもわかるとおり, µ < 1/2では波長が短いほど増幅係数は小さく, µを固定
すると短波長成分ほど増幅係数は小さい. 例えば µ = 1/2にすると L = 2∆xの成
分は 1ステップの計算でゼロになる.

20110707-ogihara.tex 2011/07/14(荻原弘尭)



有限差分法の基礎 差分方程式の性質 12

図 3: (20)式に関する波長と増幅係数の関係. 縦軸は |λ|2,横軸は µである. 破線は
L = 2∆x,実線は L = 4∆x,点線は L = 8∆xの場合である.
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付録1:コーシー・シュワルツの不等式

コーシー・シュワルツの不等式∑
ab ≤

√∑
a2
√∑

b2.

を証明する.

ある恒等的に 0でない数列 ak,bkがあるとき

(t · ak − bk)
2 ≥ 0

である.そのため,この k = 0から nまでの総和
n∑

k=0

(t · ak − bk)
2 ≥ 0

も成立する.今,左辺を展開すると,
n∑

k=0

(t · ak − bk)
2 =

n∑
k=0

[
t2(ak)

2 − 2takbk + (bk)
2
]
≥ 0

である.

ak, bkの取り方によらずこの不等式が満たされるためには tの 2次方程式

t2(ak)
2 − 2takbk + (bk)

2 = 0

が常に重解か虚数解でなければならない.今,
n∑

k=0

(ak)
2 > 0

より,判別式

D =

(
2

n∑
k=0

akbk

)2

− 4
n∑

k=0

(ak)
2 ·

n∑
k=0

(bk)
2 ≤ 0

を満たす.よって,

4

(
n∑

k=0

akbk

)2

≤ 4
n∑

k=0

(ak)
2 ·

n∑
k=0

(bk)
2,

n∑
k=0

akbk ≤

√√√√ n∑
k=0

(ak)2

√√√√ n∑
k=0

(bk)2

となる. nを∞まで持っていっても同様に言えるので∑
ab ≤

√∑
a2
√∑

b2.
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