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次に, θ1の微分を考える1 ).

dθ1
dp

=

 1

1 +

(
p√
1−p2

)2


(

1√
1− p2

+
p2√

1− p2(1− p2)

)

= (1− p2)

(
1√

1− p2(1− p2)

)
=

1√
1− p2

.

dθ1
dp

> 0 , p → 1のとき, θ1 → π
2
. さらに p ≷ 0のとき θ2 = ±π − θ1. したがって,

Un
1 = U0

1 e
inθ1 ,

Un
2 = U0

2 e
in(±π−θ1).

(1)

簡単のために θ1 =
π
8
の場合を考える. さらに,初期において Im(U0

1 ) = 0, Im(U0
2 ) =

0とする. このとき,物理モード Un
1 の位相は反時計回りに

π
8
ずつ増える. 計算モー

ド (p > 0)の位相は θ2 = π − θ1より現象する. これらを実部と虚部に分けると, U1

は

Un
1 = U0

1 (cosnθ1 + i sinnθ1).

よって,

Re[Un
1 ] = U0

1 cosnθ1,

Im[Un
1 ] = U0

1 sinnθ1.

U2は

Un
2 = U0

2 e
in(π−θ1)

= U0
2 e

inπe−inθ1

= (−1)nU0
2 (cosnθ1 − i sinnθ1).

1 )arctanxの微分を考える. y = arctanxとすると, x = tan yと書きかえることができる. よって,

dy

dx
=

1
dx
dy

=
1
1

cos2 y

=
1

1 + tan2 y

=
1

1 + x2
.
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よって,

Re[Un
2 ] = (−1)nU0

2 cosnθ1,

Im[Un
2 ] = (−1)n+1U0

2 sinnθ1.

これらを図示すると図 1の様になる.

Figure 1: リープフロッグスキームの (A)物理モードと (B)計算モードの位相の変
化. U1の方は nが増えると反時計回りに動いていく. U2の方は+と−が交互に入
れ替わってしまう.
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Case2. |p| = 1のとき

λ1 = λ2 = ip

なので,
|λ1| = |λ2| = 1. (2)

ゆえに, この場合, 物理モードも計算モードもともに安定性は中立である. θ1の位
相は,

θ = arctan

(
λim

λre

)
,

tan θ1 =
p√

1− p2
→ ∞ (|p| → 1).

同様に θ2の位相は,

tan θ2 = − p√
1− p2

→ ∞ (|p| → 1).

よって,
θ1 = θ2 = ±π

2
(p = ±1). (3)

このとき解はどちらのモードも,

Un = U0e±inπ
2 (4)

となる.

Case3. |p| > 1のとき

λ1 = i(p+
√
p2 − 1),

λ2 = i(p−
√

p2 − 1).

括弧の中身が実数であることに注意すれば,

|λ1| = |p+
√
p2 − 1|,

|λ2| = |p−
√

p2 − 1|
(5)

である. したがって,

|λ1| > 1 (p > 1),

|λ2| > 1 (p < −1).
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ゆえに,安定性は不安定である. |p|が 1を越えると,急激に不安定になる. 例えば,
p > 1のとき,

dλ1

dp
= 1 +

p√
p2 − 1

.

よって, p → +1のとき発散する. 位相は Case2のときと同様にして,

θ1 = θ2 = ±π

2
. (6)

解は,

Un
1 = |p+

√
p2 − 1|nU0

1 e
±inπ

2 ,

Un
2 = |p−

√
p2 − 1|nU0

2 e
±inπ

2 .
(7)

位相の進み方は Case2と同じだが,振幅は時間とともに増加することがわかる.

Figure 2: リープフロッグスキームにおける不安定モードの実部と時間の関係. |λ| =
1.1とし,初期時刻において虚部をゼロとしている.

図 2より,不安定なモードの周期は 4∆tである.

まとめ

リープフロッグスキームの利点は 2次精度であることと, |ω∆t| ⩽ 1のときに安定
であることである. 一方,欠点は計算モードの安定性が中立であることと,非線形方
程式の場合に計算モードが増大する場合があるらしい2 ). なお,計算モードを排除
するには,途中で 1段階スキームを差し込むとよい.

2 )非線形の場合については,ここでは扱わない.
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