
大気と星の構造学
地球惑星大気物理学入門

倉本　圭

2010年 6月 (7月 5日小修正)



0. はじめに

0–1本講義の対象

地球および惑星の流体圏 大気・海・核

関連する物質圏・天体 固体圏，太陽，衛星，惑星間空間，原始太陽系星雲…

大気構造がどのように決まっているのか基礎的事項を学ぶ．ここで学ぶ知識は大
気構造だけでなく，広く流体圏や関連天体のなりたちや諸現象について理解する
ための基礎ともなる．

0–2講義内容

第 1週序論

第 2週地球惑星の大気，表面温度，有効温度，温室効果

第 3週構成物質の物理状態

第 4週静水圧平衡，スケールハイト,大気-惑星間空間境界，大気の熱的安定性

第 5週放射過程の基礎

第 6週放射平衡

第 7週放射対流平衡

第 8週試験
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1序論

1–1惑星とは

1)恒星の周りを公転

2)自ら輝いていない

3)中心星より平均組成が重元素に富む

4)そこそこ大きい

宇宙元素存在度 太陽大気の組成．近似的に現在の宇宙全体の組成を表す．

宇宙元素存在度 (抜粋)

元素 存在度 (個数比)

H 2.79 × 1010

He 2.72 × 109

C 1.01 × 107

N 3.13 × 106

O 2.38 × 107

Ne 3.44 × 106

Mg 1.076 × 106

Si ≡ 1 × 106

S 5.15 × 105

Ar 1.01 × 105

Fe 9.00 × 105

重元素はヘリウムより原子番号の大きな元素をいう．惑星には固体になりや
すい重元素 (O,Mg,Si,Fe,...)が多い．

2006年 IAU決議 太陽系惑星の定義1

1) 太陽を周回する天体である

2) 自己重力が固体強度を上まわって球形になっている

3) (重力で）自分の軌道の近傍の他天体を掃きちらしている

1この定義は太陽系内に限る．いま見つかっている系外惑星はいずれもかなり重い (質量は地球
の 10倍以上)ので定義をあまり気にせずに惑星と呼ばれている．
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1–2太陽系内の惑星

地球型 岩石と金属が主成分…水星・金星・地球・火星
太陽系の内側に位置．質量小．衛星を持たない or持っていても小数．

木星型 ガスが主成分…木星・土星
外側に位置．質量大．H，Heに富む外層．多数の衛星．
木星・土星：内部までH，Heに富む．
天王星・海王星：内部はH2O，CH4，NH3に富む (→天王星・海王星型)

冥王星 軌道いびつ．質量小．惑星と小惑星の中間的存在．
大気・衛星を持つ．惑星から準惑星に降格 (2006年)．

地球の全体構造 中心部に重元素が沈んでいる．

地球の構造
(半径 km) 主要成分 状態 化学結合の主形態
内核 (1221.5) Fe 固体 金属結合
外核 (3480.0) Fe 液体 金属結合
マントル (6350) Mg,Si,O 固体 イオン結合
地殻 (6371) Si,Al,Ca,O 固体 イオン結合
海洋 (6371) H,O 液体 水素結合
大気 (>6371) N,O 気体 共有結合

第 1章の問題

1-1 惑星を作る以下の各原子の半径を，それぞれ指定した方法を用いて推定せよ．
必要な定数などは適当に導入し，Å単位で具体的な数値を出すこと．いずれ
もだいたい 1Åオーダーの数字が得られるはず．

1)水素，ボーアの原子モデルで基底状態の電子軌道半径を求める．

2) 酸素，H2O分子の体積のほとんどは酸素原子が占めているとし，水の密
度 (1g/cc)をもとにH2O分子の半径を求める．簡単のため水分子は球形とし，
水にはH2O分子が最密充填されているものとする．

3)鉄，固体鉄 (約 8g/cc)の密度をもとに鉄原子の半径を求める．

1-2 上記の結果を用いて木星 (または太陽)と地球の密度を大まかに説明せよ．木
星や太陽においては水素原子が充填されており，地球のマントルでは酸素原
子 (正確にはO2−イオンだが，上記の設問で求めた値はこれに近い)が充填さ
れていてその隙間に珪素とマグネシウムが Si4+イオンとMg2+イオンの形で
はまり込んでいるとし，核には鉄原子が充填されているものとせよ．地球マ
ントルのMgと SiとOの比率は 2:1:4とし，他の元素は無視する．
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太陽系の惑星
天体名 軌道長半径 (a) 公転周期 自転周期 赤道傾斜角
水星 0.3871 AU 88.0 day 58.65 day <28◦

金星 0.7233 224.7 243.01 177◦.3
地球 1.0000 365.26 day 23h56m4s 23◦.44
火星 1.5237 687 24h37m23s 25◦.19
木星 5.2026 11.862 yr 9h50m30s 3◦.1
土星 9.5549 29.458 10h14m 26◦.7
天王星 19.2184 84.022 17h17m 97◦.9
海王星 30.1104 164.774 18h20m 29◦.6
冥王星 39.5399 248.534 6h9m 118◦

太陽，惑星，月の性質
天体名 質量 (M) 赤道半径 (R) 平均密度 (ρ) 表面重力 (g) 脱出速度 (ve)

太陽 332946 696000 km 1.41 g/cm3 28.01 617.5 km/s
水星 0.055 2439 5.43 0.38 4.25
金星 0.815 6052 5.24 0.91 10.36
地球 ≡1 6378 5.52 ≡1 11.18
火星 0.107 3397 3.93 0.38 5.02
木星 317.832 71398 1.33 2.37 59.57
土星 95.16 60000 0.70 0.95 35.36
天王星 14.50 25400 1.30 0.89 21.33
海王星 17.22 24300 1.76 1.19 23.77
冥王星 0.0021 1137 2.1 0.067 0.58
月 0.0123 1738 3.34 0.17 2.38
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2. 惑星大気

2–1組成

木星型惑星：元素組成 ∼太陽大気．HはH2分子として存在．極めて厚い．

地球型惑星：元素組成 ,太陽大気．重元素に富む．
金星・火星：CO2が主成分．金星は厚く，火星は薄い．
地球：N2，O2が主成分．地表に大量の液体のH2O．

2–2温度

ステファンボルツマンの法則

温度 T の黒体が単位時間単位表面積あたりに放射するエネルギー = σT 4

ここでσはステファンボルツマン定数

σ = 5.67 × 10−8 J s−1m−2K−4

平衡温度 Teq 惑星の吸収した太陽放射に等価な黒体温度

4πR2σT 4
eq = πR

2(1 − A)F

ここで，Rは惑星半径，Aはアルベド，Fは惑星軌道における太陽放射フラッ
クス．1AUでは

F = 1370 J s−1 m−2

この値を太陽定数と呼ぶ．

有効温度 Te f f 惑星の総熱放射に等価な黒体温度

4πR2σT 4
e f f = [惑星の総熱放射]

金星：Ts >> Teq,Te f f CO2の強い温室効果．

木星：Te f f > Teq 内部にも熱源．

地球：Ts > Teq,Te f f H2O，CO2の温室効果．
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太陽と代表的な惑星の大気 (Natial Space Science Center, NASA, USA)

太陽 地球 金星 火星 木星
表面気圧 P(bar) 0.13 (光球面) 1.013 92 0.004∼0.0087 -
表面温度 Ts(K) 6430 (光球面) 288 737 210 165 (at 1bar)
平衡温度 (K)Te f f 5780 254.3 231.7 210.1 110
有効温度 (K)Teq — 254.3 231.7 210 124
主要大気成分 (vol%) H (91.0) N2 (78.08) CO2 (96.5) CO2 (95.32) H2 (90)

He (8.9) O2 (20.95) N2 (3.5) N2 (2.7) He (10)
O(78ppm) Ar (0.93) SO2 (150 ppm) Ar (1.6) CH4 (0.3)

2–3惑星に大気が存在するための条件

直観的に…小さな惑星は大気を持てない

大気の存在する必要条件：分子の熱運動エネルギー <重力エネルギー

3
2

kT < G
Mm
R

ここで kはボルツマン定数，Gは万有引力定数，Mは惑星質量，mは分子
質量．

k = 1.38 × 10−23 J/K.

これを脱出速度 veを用いて変形

1
2
v2e = G

M
R

だから
3
2

kT <
1
2

mv2e

第 2章の問題

2-1 太陽定数，太陽の半径，太陽-地球間の距離から，太陽の有効放射温度を求
めよ．

2-2 アルベドがゼロのときの地球の平衡温度を求めよ．なお実際の地球のアルベ
ドは 0.3で平衡温度は 254 Kである．

2-3 地球は大気を持つ条件を満たしていることを確かめよ．

2-4 月が大気を持つ条件を満たしているかどうか調べ，月に大気が存在しない理
由について考察せよ．

7



3. 構成物質とその状態

3–1流体圏の構成物質

地球の全体構造 中心部に重元素が沈んでいる．

(半径 km) 主要成分 状態 化学結合の主形態
内核 (1221.5) Fe 固体 金属結合
外核 (3480.0) Fe 液体 金属結合
マントル (6350) Mg,Si,O 固体 イオン結合
地殻 (6371) Si,Al,Ca,O 固体 イオン結合
海洋 (6371) H,O 液体 水素結合
大気 (>6371) N,O 気体 共有結合

大気圏 上空へゆくにつれて

分子→原子→イオン＋電子

へと変化

解離エネルギー 水素原子のイオン化ポテンシャル = 13.6 eV

エネルギーの換算 1eV=1.602×10−19J=1.727×104 K

3–2熱力学平衡の仮定

熱平衡状態 孤立系において十分長時間経過したのちに実現される状態→平均量で
記述 P,T,…

局所熱力学平衡 現実の系：物質的にもエネルギー的にも開放系．しかも不均一．

部分部分を熱平衡状態と近似：これを局所熱力学平衡の仮定という．

近似の良さ→速度論．

地球惑星物質の状態を知るには 平衡状態の物理：

プラズマ (電離気体)
↓↑
原子
↓↑
分子
↓↑

凝縮相 (液体・固体)
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以下では分子と凝縮相の間の変化を取り上げて考察．

相図 物質が各温度圧力における熱平衡状態においてとる相を図に表したもの．以
下にあげるのはH2Oの相図．

• 相境界：文字通り相と相の境界

• 共存曲線，相平衡曲線：2相が共存している相境界を表す曲線

• 蒸気圧曲線：液相または固相と気相との共存曲線

• 3重点：3つの相が共存する点

• 臨界点：それ以上の温度圧力下では気相と液相間の区別がつかなくな
る点

3–3気液平衡

蒸気圧平衡 気液，固気平衡．これは地球においては水と水蒸気の相互変化の記述
の基礎．

nモルの物質Aからなる系を考える．Aは気相 (g)または液相 (l)，ないしは
両相の共存状態を取るものとする．

P,T が与えられた閉じた系の平衡条件は，ギブス自由エネルギー最小の条件
から求まる．

G(P,T, ng, nl) = min. (3.1)
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ng, nlは気相，液相のモル数を表す．ここで

G = ngµg(P, T ) + nlµl(P,T )
= (n − nl)µg(P,T ) + nlµl(P,T )
= nµg(P,T ) − nl{µg(P,T ) − µl(P,T )}

したがってG最小の条件は

全て気相 (ng = n, nl = 0) µg < µlの P,T 条件の場合
全て液相 (ng = 0, nl = 0) µg > µlの場合
気液共存 µg = µlの場合

ちなみに
G ≡ U + PV − TS , µi ≡ u + Pv − T s

であるので (TS の部分をエントロピー項と呼ぶ)

• 温度が高い場合，エントロピーのより大きな相のほうが相対的により小
さな化学ポテンシャルを持ち安定に存在．

• 圧力が高い場合，部分モル体積のより小さな相のほうが安定．

蒸気圧曲線 蒸気圧曲線は共存条件
µg = µl (3.2)

を満たす P,T として記述される．

このままでは少々不便．共存式 (3.2)を満たす曲線の傾きを計算．

∂µg

∂P
δP +

∂µg

∂T
δT =

∂µl

∂P
δP +

∂µl

∂T
δT (3.3)

一般的な関係式 ∂µ

∂P = v,
∂µ

∂T = −sから

vgδP − sgδT = vcδP − scδT

整理して
dP
dT

∣∣∣∣∣
eq
=
∆s
∆v

(3.4)

T∆s = ∆hから
dP
dT

∣∣∣∣∣
eq
=
∆h

T∆v
(3.5)

これをクラウジウス-クラペイロンの式という．

凝縮相の体積が無視でき，気相が理想気体の法則に従うときには ∆v ≈ vg =
RT/Pから

dP
dT

∣∣∣∣∣
eq
=
∆h

RT 2
P (3.6)

これを蒸気圧方程式と言う．ここで ∆hは蒸発の潜熱 (気化熱)である．
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3–4解離平衡

以下では電離，分子解離を記述．これは惑星下層大気がなぜ主として分子から
なるのか理解するための基礎．

質量作用の法則 (解離度の圧力依存性) 分子ABとそれらが分解して生じた原子A
および原子Bの混合物からなる系を考える．AB，A，Bはいずれも理想気体
の法則に従うものとする．

AB
 A + B (R3.1)

ギブス自由エネルギー最小の条件は

G(P,T, nAB, nA, nB) = min. (3.7)

反応座標 ξを導入．ABが n mol A+Bに変化したら ξ = nと定義．G最小の
条件から平衡状態では

∂G
∂ξ
= 0 (3.8)

が成立．ここで ∂nAB
∂ξ
= −1, ∂nA

∂ξ
= 1, ∂nB

∂ξ
= 1なので (3.9)は

− ∂G
∂nAB

+
∂G
∂nA
+
∂G
∂nB
= 0 (3.10)

ゆえに
−µAB + µA + µB = 0 (3.11)

理想気体の場合，化学ポテンシャルは µi = µ
◦
i (P0,T ) + RT ln(Pi/P0)と記述さ

れるので
PAPB

PAB
= P0 exp

(
µ◦AB−µ◦A−µ◦B

RT

)
= K(T )

(3.11)

右辺は T のみの関数．平衡定数と呼ばれる．

解離度 xを PA : PAB = x : 1− xと定義すると (3.5)式は全圧 P = PAB +PA +PB

を用いて
x

1 − x2
P = K(T ) (3.12)

T 一定の場合，Pが増せ (減れ)ば解離度は減少 (増加)することが分かる．

第 3章の問題

3-1 ∆hを一定として (3.6)式を T について積分しなさい．このとき積分の初期値
を T = T0，P = P0とせよ．

3-2 100°Cでの水の蒸気圧は 1気圧である．100°Cにおける水の気化熱を 2260
J g−1として 0°Cから 350°Cまでの蒸気圧曲線のグラフを描きなさい．ま
たそれを実際の値と比較しなさい．
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4. 静水圧平衡とスケールハイト

4–1基礎事項と方程式

圧力 単位面積あたりに働く力．単位 Pa=N/m2=J/m3．単位体積当たりのエネルギー
という解釈も可

(c.f. ベルヌーイの定理: 一様完全流体・定常流・外力は保存力のみの場合，流
線に沿って 1

2ρv
2 + P + ϕ = const)．

鉛直方向 重力加速度と平行な方向．重力加速度と同じ向きを鉛直下向き，反対向
きを鉛直上向きという．

器に張った流体：静止状態では表面は鉛直方向と直交．水平方向．

密度一定の静止流体層 密度 ρ，深さ d，重力加速度 g．底の圧力 Pは

P = ρgd (4.1)

流体層の底に限らず，任意の深さでの圧力がこれで表現できる．静水圧平衡
の積分表現．

流体表面が鉛直方向に垂直でない場合，水平方向に圧力の強弱．流れが生じ
る．惑星の流体圏での力の釣合いは静水圧平衡がもっとも大きく寄与．流れ
を作る力はこれに比べて小さい．

微分形 密度・重力：一般に変数

座標 z：鉛直上向き，
dP
dz
= −ρg (4.2)

これを静水圧平衡の式と言う．ガス惑星や星の内部まで含めて表したいとき
には座標 zを中心からの距離 rに置換えて表現．

4–2等温平行平板大気

簡単だが大気の構造を解析するために有効なモデル

• 状態方程式が理想気体のそれに従う (常温付近では数十気圧以下で良い近似)

• 等温等組成

• 惑星半径に比べて厚みが薄い (平行平板の仮定)

• 自己重力無視 (大気中の重力加速度一様)
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状態方程式
PV = NRT (4.3)

ここで Nはモル数．

使いやすく変形．1 molあたりの気体の質量を µとすると N = Vρ/µである
から，

P =
ρ

µ
RT (4.4)

静水圧平衡解 状態方程式 (4.4)を使い静水圧平衡の式 (4.2)から密度を消去．

dP
dz
= − µg

RT
P (4.5)

重力一定としてこれを解く (境界条件 P = P0 at z = z0)

P = P0 exp

[
−µg(z − z0)

RT

]
(4.6)

ここで

H =
RT
µg

(4.7)

とすると平衡解は

P = P0 exp

[
−(z − z0)

H

]
(4.8)

スケールハイト (4.7)式のHをスケールハイトという. 圧力が 1/eに減少する高度
を表す．大気の厚みを表す尺度．

(4.7)式を変形すると
mgH = kT (4.8)

ここでmは分子 1個の質量．R = NAk，µ = NAm (NAはアボガドロ数)に注意．

スケールハイトの分子運動論的解釈：(4.8)から分子の熱的な並進運動のエネ
ルギーと位置エネルギーとがほぼ等しくなる高さと解釈できる．

また温度・分子量・重力加速度が一定でない場合

1
P

dP
dz
= − 1

H(z)
(4.9)

H(z) =
RT (z)
µ(z)g(z)

(4.10)

が成立．各高度での Hの値を局所スケールハイトという．
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4–3外気圏

(4.6)式では z→ ∞でないかぎり P , 0．しかし Pの極めて小さな希薄状態は流
体とはみなせない．

気体が流体とみなせる条件 平均自由行程 <<系の特徴的な長さの尺度

平均自由行程：気体分子が他の分子に衝突するまで自由に並進する平均距離
lで表すと近似的に

nσl = 1 (4.11)

から計算．ここで nは気体数密度，σは分子の衝突断面積．

l = H (4.12)

となる高度レベルを惑星の外気圏界面と呼ぶ．これより外側を外気圏 (また
は外圏)と呼ぶ．より内側がいわゆる大気圏に相当．

4–4大気の安定性

熱的散逸 大気分子の熱運動

• 気塊中の分子の大部分が脱出可能な熱運動エネルギーを持つ場合：流体
力学的散逸

kTr
2GMm

=
v2T
v2esc

> 1

vT =

(
2kT
m

)2

ここでmは分子 1個の質量．

• 大部分は脱出可能な熱運動エネルギーを持たない場合：ジーンズエス
ケープ

ジーンズエスケープ 外気圏界面に存在する気体分子のうち，脱出速度を越える並
進速度を持つ成分が散逸．分子の速度分布はマックスウェルの速度分布則．
このとき散逸フラックス (外気圏界面単位表面積，単位時間あたりに宇宙空
間に失われる分子数)ϕescは

ϕesc =

∫
|u|≥vesc,vz≥0

vz f (u)d3u (4.13)

から計算． f はマックスウェルの分布関数

f (u) = n
( m
2πkT

)3/2

exp

−m(v2x + v
2
y + v

2
z )

2kT

 (4.14)
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計算を実行すると
ϕesc = n

vT
2π1/2

(1 + λ)e−λ (4.15)

ただし

λ =
mv2esc

2kT
=
v2esc

v2T

λを散逸パラメータと呼ぶ．

第 4章の問題

4-1 気温が a) 高度によらずに一定の場合と， b) 高度 1 km あたり 10 K 減少す
る場合のそれぞれについて，気圧が 500 hPaとなる高度を求めよ．ただし地
表面圧力は 1000 hPa，地表面気温は 300 K，大気の平均分子量は 30 g mol−1，
重力加速度は 10 m s−2とする．

4-2 非圧縮流体からなる半径Rの天体内部での圧力分布を考える．簡単のため自
転や流体の運動の影響は無視できるものとする．

(1)密度が一様な場合について，惑星中心からの距離 r(< R)の位置における
重力加速度を密度 ρと rを用いて表しなさい．必要な物理定数等は適宜導入
して構わない．

(2)(1)の場合について静水圧平衡の式を書き下し，それを解いて天体内部の
圧力を rの関数として求めなさい．ただし表面 (r = R)における圧力は 0と
する．

(3)この惑星が平均密度を保ったまま密度 ρcの核と密度 ρmのマントルに分化
したとする (ρc > ρ > ρm)．このとき中心圧力は分化前と比べて増加するか減
少するか調べよ．

4-3 外気圏に関する以下の問いに答えなさい．

(1) (4.15)式を導け (ヒント：円筒座標を導入．積分範囲に注意)．

(2)問題 1.の大気 a）の場合について外気圏界面の高度を求めよ．分子の衝
突断面積をσ = 1 × 10−19 m2とする．
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5. 熱輸送過程としての放射

5–1熱輸送の素過程

エネルギーフラックス 微小面積 dAを微小時間 dtの間に通過するエネルギーが

FdAdt

と表わされるとき，Fをエネルギーフラックス (エネルギー流束)という．

「単位面積を単位時間あたりに通過するエネルギー量」とも言える．

熱の輸送機構 伝導・対流 (または移流)・放射に大別できる

伝導 粒子の熱運動による．

Fcond = −k
dT
dl

(5.1)

Fcond：座標軸 lに直交する単位断面積を単位時間あたりに通過する熱量．

k：熱伝導率単位 J K−1 m−1 s−1．熱の伝わりやすさを表す．

気体の場合には密度，比熱，熱運動速度，平均自由行程を使って

k ≈ 1
3
ρcpvT l. (5.2)

これを ρcpで割った量が熱拡散係数 (κ)．熱拡散係数は「温度の伝わりやす
さ」を表す．

対流圏ではほとんど効かない．希薄な上層大気 (熱圏)では重要．

対流 流体塊の移動による．移流とも言う．

熱圏より下部で重要．流れのスケールや熱の運び方に応じてさらに細分さ
れる．

放射 光 (電磁波)を介在．

流体圏のほとんどあらゆる領域で重要．太陽，宇宙空間とのエネルギー授受
の主役．

5-2熱的な電磁波

物質と光の相互作用 光を時間変化する電場として考える．

吸収：電場が物質の電荷を運動させ，物質の内部エネルギーが増す．

放出：電荷の運動によって時間変化する電場が生じる．
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自発放出：周囲の光の存在に関係なく放出

誘導放出：光に刺激されて放出

黒体 あらゆる振動数の光を吸収放出できる理想物質．0 Kで真黒．

黒体壁 (T > 0)で囲まれた空洞内の熱平衡状態：放出吸収が釣合う．この状
態にある光が黒体放射 (黒体輻射)．様々な振動数と伝播方向をもった電磁波
(モード)の重ね合わせ．

黒体放射のエネルギー密度 振動数 ν ∼ ν + dνを持つ光の単位体積あたりのエネル
ギー =単位体積当たりの独立したモードの個数 ×1モードあたりの平均エネ
ルギー

モードの個数 空洞を一辺 Lの立方体とする．壁面では光は完全吸収．定在
波として存在できる電場は正整数 nx, ny, nzを使い

sin
(nxπx

L

)
sin

(nyπy

L

)
sin

(nzπz
L

)
ei2πνt. (5.3)

nx, ny, nzの 1つの組が 2つの独立モード (電場の偏りの独立方向が 2つ)
を表す．

ν =
c

2L

√
n2

x + n2
y + n2

z (5.4)

ここで cは光の速さ．

範囲 ν ∼ ν + dνを (nx, ny, nz)空間の範囲に焼き直す

2Lν/c ≤
√

n2
x + n2

y + n2
z ≤ 2L(ν + dν)/c. (5.5)

これは (nx, ny, nz)空間における半径 2Lν/c，厚さ 2Ldν/cの 1/8球殻を表
す．この球殻内の整数組の個数はこの球殻体積に等しく，4πL3ν2dν/c3．

この倍が一辺 Lの立方体内の独立モード数．単位体積あたりでは

8πν2dν/c3. (5.6)

1振動子の平均エネルギー 振動数 νの独立した 1モードのとりうるエネル
ギー 0, hν, 2hν, 3hν, · · ·，nhν, · · · (光の量子性)．統計力学の基本法則から，
エネルギー nhνにある確率は

∝ exp

(
−nhν

kT

)
よってエネルギーの平均値 < εν >は

< εν >=

∑∞
n=0 nhν exp

(
− nhν

kT

)
∑∞

n=0 exp
(
− nhν

kT

) . (5.7)
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計算を実行すると

< εν >=
hν

exp
(

hν
kT

)
− 1
. (5.8)

従って振動数 ν ∼ ν + dνを持つ光の単位体積当たりのエネルギーは

U(ν,T )dν =
8π
c3

hν3

exp
(

hν
kT

)
− 1

dν. (5.9)

これをプランクの輻射式という．

5–3放射伝達の方程式

放射強度 面積 dAを立体角要素 dΩの方向に時間 dtに通過する振動数 ν ∼ ν + dν

の電磁波のエネルギーを
Iν cos θdAdΩdtdν (5.10)

と表す．ここで θは dAの法線方向と立体角要素のなす角．単位は J m−2 sr−1

s−1 Hz−1 = J m−2 sr−1．Iνを放射強度 (radiation intensity)という．

dΩ

dA

θ

dAを通過する全放射エネルギーフラックスは

F =
∫ ∫

Iν cos θdΩdν =
∫

Fνdν (5.11)

ここで Fν =
∫

I cos θdΩは単位振動数当たりの放射エネルギーフラックス．

エネルギー密度との関係 単位振動数，単位体積あたりに立体角 dΩの方向に進ん
でいる電磁波のエネルギー密度を uνとする．このとき断面積 dA，長さ cdt

の円筒内部のエネルギーは
uνdAcdt. (5.12)

この光は dtの間に dAを通過するから

IνdtdA = uνdAcdt. (5.13)
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よって
Iν = uνc (5.14)

黒体放射の場合，uνの全立体角積分はプランクの輻射式に等しい．このとき
放射は等方的なので

∫
IνdΩ = 4πIν 従って

Iν =
c

4π
U(ν,T ) (5.15)

この時の Iνを以後 Bν(T )と記す

Bν(T ) =
2
c2

hν3

exp
(

hν
kT

)
− 1
. (5.16)

これをプランク関数という．

放射伝達 物質中を伝播する電磁波は吸収によって減衰したり，放出によって強く
なったりする．

密度 ρの物質中を微小距離 ds通過したときの放射強度の変化を dIνとすると

dIν = −κνρIνds + ρ jνds (5.17)

κνを質量吸収係数， jνを放出係数と呼ぶ．共に νの関数．これを放射伝達方
程式と言う (ここでは簡単のため散乱を無視)．

キルヒホッフの法則 局所熱平衡が成立している時には

jν = κνBν(T ) (5.18)

が成立．つまり電磁波を吸収しやすい物質は，同時に光を放出しやすい．

導出：物質系が一様温度 T の熱平衡状態にあるとする．このとき放射強度は
至るところでプランク関数に等しい．そのため任意の光路について

dIν = −κνρIνds + ρ jνds = 0 (5.19)

さらに Iν = Bν(T )を用いてキルヒホッフの法則 (5.18)を得る．

局所熱平衡の仮定は考えている放射場の等価温度と物質の温度が近く，十分
高い頻度で分子間，分子-光子間衝突が生じているときに良い近似．地球で
は高度約 100km以下，赤外放射の波長域において成立っている．
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第 5章の問題

5-1 プランク関数からステファン-ボルツマンの法則を導きなさい．積分公式
∫ ∞

0
x3

ex−1dx =
π4

15 を用いてよい．

5-2 放射強度を振動数の代わりに波長を用いて表現することもよくおこなわれる．
すなわち面積 dAを立体角要素 dΩの方向に時間 dtに通過する波長 λ ∼ λ+dλ

の光のエネルギーを
Iλ cos θdAdΩdtdλ (5.20)

と表現する．黒体放射の場合には

Iλ = Bλ(T ) =
2hc2

λ5
[
exp

(
hc
λkT

)
− 1

] . (5.21)

と表されることを示しなさい．

5-3 温度 T を固定したときに，波長で表したプランク関数 (5.21)の最大値を与え
る波長は近似的に 3000/T (K) µmで表されることを示しなさい．

5-4 T = 250 Kおよび 6000 Kの場合について，波長で表したプランク関数の波
長依存性を表すグラフを描きなさい．ただし関数値はそれぞれの温度におけ
る最大値で規格化したものをプロットしなさい．
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6. 放射平衡

6-1エネルギー平衡

部分系のエネルギー変化 エネルギー流入量と流出量の差が部分系 (体積V ,表面積
A)のエネルギー変化．

d
dt

∫
V

edV = −
∫

A
F · d A (6.1)

eは単位体積当たりのエネルギー，Fはエネルギーフラックス．

F · d A > 0のとき流出，F · d A < 0のとき流入．

エネルギー平衡の状態 流入量と流出量が一致した定常状態

c.f. 地球の大気と海洋は大局的にはエネルギー平衡の状態にある．

放射平衡 エネルギー輸送のメカニズムが放射過程のみの場合に実現されるエネル
ギー平衡．大気の温度構造を支配．

F =
∫
単位半球

dΩ
∫

dν cos θIν(θ, ϕ)

6-2一次元放射平衡解

平行平板灰色大気 放射平衡にある大気の温度分布がどう決まるか調べるための有
用なモデル．次の仮定をおく．

• 平行平板大気 (ただし等温ではない第 4回参照)

• 局所熱力学平衡 (キルヒホッフの法則が成立)

• 惑星放射に対する吸収係数は波長に依らず一定 (灰色)

• 太陽放射に対しては透明

地面に一度吸収された熱が放射によって大気上層へどう伝達されるか調べ，
放射平衡にあるときの鉛直温度分布を求める．

基礎方程式
dIν = −κνρIνds + ρ jνds (6.2)

jν = κνBν(T ) (6.3)

これを振動数空間で積分 I =
∫

Iνdνとおいて

dI = −κρIds + κρB(T )ds (6.4)
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ここで B(T )はプランク関数を振動数積分したもので

B(T ) =
σT 4

π
(6.5)

光学的深さ 大気の不透明度を以下のように表現．鉛直上向きに z座標をとり

τ(z) =
∫ ∞

z
ρκdz. (6.6)

これを大気上端から計った光学的深さという．

地表まで積分したものを，大気の全光学的深さ，という．

座標の変換 放射伝達方程式 (6.4)式を τを用いて書き直す．天頂角を θとすると

ds = dz/ cos θ (6.7)

また光学的深さの定義式を微分形で表すと dτ = −κρdzなので

κρds = −dτ/ cos θ (6.8)

ゆえに (6.4)式は

cos θ
dI
dτ
= I − B(T ) (6.9)

2方向近似 (6.9)式中の Iは τと天頂角と方位角の関数．これを上向きと下向きの
2方向に自由度を落す．

もともと地面の熱放射が伝達される問題なので

• Iは方位角にはよらない

• 上向き (0 < θ < π/2)，下向き (π/2 < θ < π)それぞれで天頂角依存性は
小さい．それぞれ I+, I−とする．

Fup =

∫
上半球

dΩ cos θI = πI+ (6.10)

Fdown = −
∫
下半球

dΩ cos θI = πI− (6.11)

とすると，
∫

dΩ(6.9) × cos θより

2
3

dFup

dτ
= Fup − πB (6.12)

−2
3

dFdown

dτ
= Fdown − πB (6.13)
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放射平衡の条件 τ ∼ τ + dτの気層のエネルギーの釣合は

0 = [流入]− [流出] = [Fup(τ+ dτ)+ Fdown(τ)]− [Fup(τ)+ Fdown(τ+ dτ)] (6.14)

整理して
Fup(τ + dτ) − Fdown(τ + dτ) = Fup(τ) − Fdown(τ) (6.15)

したがって
Fup(τ) − Fdown(τ) =一定 (6.16)

が放射平衡の条件．大気上端 (τ = 0)では Fdown = 0，Fup =宇宙空間へ逃げ
る総放射エネルギーフラックス．有効温度を用いて

Fup(τ) − Fdown(τ) = σT 4
e f f

微分方程式を解く (6.12)+(6.13)を作ると (6.16)から左辺は消えて

0 = Fup + Fdown − 2πB(T ). (6.17)

(6.12)-(6.13)を作ると

2
3

d(Fup + Fdown)

dτ
= σT 4

e f f . (6.18)

この右辺は一定値なので

Fup + Fdown =
3
2
σT 4

e f f

(
τ +

2
3

)
(6.19)

ここで τ = 0で Fup = σT 4
e f f , Fdown = 0の条件を用いた．

(6.17)式から

πB(T ) = σT (τ)4 =
1
2
σTe f f

(
3
2
τ + 1

)
(6.20)

これで大気の温度分布が光学的深さの関数として解けた．

放射平衡解の地表温度ギャップ 地表面でのエネルギーの釣合を考えると

地表の放つ上向き放射 =太陽放射 +大気の下向き放射

σT 4
s = σT 4

e f f + Fdown(τtotal) (6.21)

ゆえに

σT 4
s =

1
2
σT 4

e f f

(
3
2
τ + 2

)
(6.22)

よって Ts > T (τtotal)．

放射平衡解は対流不安定．
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6-3対流調節

対流の発生 地面と熱交換した気体塊は周囲よりも高温で低密度→鉛直対流が生じ
る．軽い気体塊上昇．大気の温度分布を変化させる．

対流調節 浮上する気塊は断熱膨張．このときの温度の高度分布を以下導出．

熱力学の第一法則 dQ = 0(断熱)とすると 1molあたり

CvdT = −PdV (6.23)

分子量を µとすれば V = µ/ρ，P = ρRT/µなので

CvdT = RTdρ/ρ (6.24)

静水圧平衡の式
dP
dz
= −ρg (6.25)

を変形
RdT + RTdρ/ρ = −µgdz (6.26)

これに (5.24)を代入して

(Cv + R)dT = −µgdz (6.27)

よって温度分布は
dT
dz
= −µg/Cp (6.28)

比熱が一定であれば
T = Ts −

µg

Cp
z

どの高度レベルまで対流するかは，惑星放射と太陽放射のバランスが保たれ
るという条件から決まる．

第 6章の問題

6-1 平行平板灰色大気について以下の問いに答えなさい．

(1)全光学的深さが 4/3であるとする．このときの吸収係数 κνの値を求めよ．
ただし地表面気圧は 1気圧とし，重力加速度は 10 m s−2 とする．

(2)この大気の有効温度が 255 Kであるとき，地表面温度と地表面直上の気
温を求めなさい．ただし温度分布は放射平衡によって定まるものとする．

(3)この大気中で液体の水が存在できる気圧範囲を求めなさい．
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