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要旨

金星には，スーパーローテーション (以下，SR)と呼ばれる特徴的な循環構造がある．そ
の存在は，パイオニア・ヴィーナスやヴェネラなどから得られたデータにより確認されて
きた．しかし，そのメカニズムについては未解明な部分が多かった．そのような中，2010

年に JAXA によって打ち上げられた「あかつき」という金星探査機が 2025 年に運用終
了するにいたるまでに多くの有益な情報をもたらした．Horinouchi et al. (2020)ではその
「あかつき」のデータを用いて SRの維持メカニズムに関する研究を行った．そのため，今
回の卒業論文では Horinouchi et al. (2020)のレビューを通して SRの維持メカニズムを理
解することを目的とした．Horinouchi et al. (2020) は，あかつきの紫外イメージャ, 中間
赤外カメラや，金星標準大気 VIRAなどのデータを用いて熱潮汐波や残差循環，乱流等の
SRへの寄与を調べている．その結果，熱潮汐波が SRの加速という重要な役割を担って
いることを明らかにされた．このレビューの過程において TEM方程式と波 (特に熱潮汐
波)に関する知識を得る必要が生じたため，教科書や論文の講読を行った．TEM方程式に
関しては，Andrews et al.(1987)と Vallis (2017)の講読を行った．その結果，TEM方程式
とは，東西平均操作を行うときに単純な東西平均ではなく，熱的な効果も加味した子午面
循環である残差循環を用いた方程式系のことだということが分かった．また，この方程式
系を使うことでポテンシャル渦度の役割が強調されて渦の効果が考えやすくなることも学
んだ．熱潮汐波に関しては，Andrews et al. (1987), Longuet-Higgins (1968)，Vallis (2017)

の講読を行った．その結果，熱潮汐波とは，太陽加熱によって励起される波であり，自転
によって最加熱点が移動することで自転と逆方向に伝播する波であることと，この波は金
星では東向き角運動量 (自転逆向き) を持ち，それを中緯度に輸送していることを理解し
た．今後の課題は，Horinouchi et al. (2020)を読み進め，SRの維持メカニズムについて
理解していくことである．
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第 1章

導入

金星は太陽系に位置する惑星の一つであり，下の表 1.1に示されるように地球とよく似た
半径や質量をしている．そのため平均密度も地球と近く，それゆえにその組成も似ている
と考えられている．

表 1.1: 金星と地球の比較．

惑星諸量 金星 地球
半径 [km] 6052 6378

質量 [kg] 4.87× 1024 5.97× 1024

自転傾斜角 [deg] 177 23.4

自転周期 [Earth day] 243 1

雲の分布 常時全球的に 断続的に赤道域や
厚い硫酸の雲 中緯度帯に水蒸気の雲

ただし金星と地球には違いもある．表 1.1に挙げられている違いとして，まずは自転方向
が逆なことがある．そのため，日周変化の進行方向も逆となる．次に，金星の方が自転周
期が極端に長いことがある．これにより，昼側が長時間連続して太陽による加熱を受ける
ようになる．最後に，雲が地球では赤道域や中緯度帯でまばらに存在しているのに対し，
金星では全球的に厚い硫酸の雲が存在していることがある [12]．図 1を見ると，それゆえ
に，雲の部分において太陽放射の強い吸収が起き，大きな加熱が生まれる．このように金

2026年 3月 30日 (小野寺玲旺)
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星と地球の違いはいくつか挙げられるが，ほかには循環場の違いがある．

図 1: あかつきの UVIで撮られた金星の画像．283nm から得られたものを青で、365nm

から得られたものを赤で、その両方から得られたものを緑で示している．JAXAによる．

金星において特徴的な循環場として，スーパーローテーションと呼ばれる現象がある．
スーパーローテーション (以下，SR と呼ぶ) とは赤道域を含む天体の広い領域で大気の
自転方向速度が天体の自転速度を上回る現象を指す．金星において SR は全域で起きて
おり，金星の赤道域高度約 60-70kmで風速が 100m/sほどに達するほど高速な自転向き
循環が形成されている [14]．このときの大気の角速度は自転角速度の 60倍になるほどで
ある．

2026年 3月 30日 (小野寺玲旺)
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図 2: 西向き風の鉛直分布．SOUNDER, DAY & NIGHT, NORTHはパイオニア・ヴィー
ナスの 4つのプローブから，V8, 9 & 10, 12はヴェネラから得られたものである．それぞ
れの突入地点は図 3を参照のこと．Schubert (1983)による．

2026年 3月 30日 (小野寺玲旺)
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図 3: 金星探査機の突入時の緯度と現地時間を表した図．PVがパイオニア・ヴィーナスを
表し，SOUNDER, DAY, NIGHT, NORTHはその 4つのプローブを表す．また，V4-12は
ヴェネラの 4-12号機を表す．BUSは PVの 4つのプローブを運ぶことと観測の 2つの役
割がある．Schubert (1983)による．

図 2のパイオニア・ヴィーナス (PV)やヴェネラ (V)から得られたデータを見ると，すべ
てのデータにおいて自転向きの風が吹いていて，西向き風速が 100m/s を超えているも
のもある．そのため，金星では SRが実際に起きていると分かる．また，図 3を見ていく
と，図 2にデータが載っている中で最も北に突入したものは北緯 60度に，最も南には南
緯 30度に突入している．これらの事実より，少なくとも北緯 60度から南緯 30度の間で
は SRが起きていると考えることができる．また，地方時についても 0時から 12時まで
の範囲で SRが起きていると考えることができる．そのため，SRはいつどこであっても
起きていると考えられる．

ここからは，SR発生に必要なプロセスについて考える．ここでは，静止系でかつ薄い大
気と正の自転角速度をもつ天体を考える．静止系から見た速度を v = (u, v, w)とすると，
実際に天体で観測される風 vwind は自転の効果も加味されるので，vwind = v − aΩiとな
る．ただし，aは惑星半径，Ωは自転角速度，iは東方向の単位ベクトルである．さらに，
単位質量当たりの自転軸方向角運動量 L を考える．自転軸から垂直に伸びるベクトル r

と v を用いると Lは L = ruと表せる．また，角運動量は保存量である．ここで，赤道
地表面での風速が 0の空気塊が子午面循環によって上昇することを考える．

2026年 3月 30日 (小野寺玲旺)
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図 4: 赤道地表面での風速が 0の空気塊が子午面循環によって上昇する前後の模式図．金
星における図のため，速度は逆になっている．

赤道地表面での風速が 0であると考えるのは，地表面の方が上層と比べて風速が小さいか
らである．また子午面循環とは，ハドレー循環などの緯度-高度循環のことを指す．する
と，角運動量が保存されるので上昇前後をそれぞれ添え字の 1と 2で表すと

r1u1 = r2u2 (1.1)

となる．ただしこのとき，u1 = aΩが成り立っている．ここでこの空気塊は子午面循環に
乗って上昇していることを考えると，r1 < r2 といえる．つまり，uについては u1 > u2

となる．よって，上昇後の風速 uwind
2 は，uwind

2 = u2 − aΩ < u1 − aΩ = 0となり，上昇
後の風速が負，つまり自転方向と逆方向に風が吹くと考えられる．同様に負の自転角速度
で考えても自転方向と逆方向に風が吹くと考えられると分かる．しかし金星では，全球的
に上空で自転向きの風が吹いている．よって，SRが起きるには何らかの角運動量輸送プ
ロセスによって赤道域に角運動量が運ばれる必要があるといえる．

かつて考えられていた金星における SR の維持メカニズムは古典的 Gierasch-Rossow-

Williams シナリオと呼ばれている [13]．これは, 子午面循環による極方向への西向き
AM 輸送となんらかの波による赤道方向への西向き AM 輸送が釣り合っている事によっ
て，赤道付近での AM の偏在が維持されているというものだ．これに対して，非古典的
Gierasch-Rossow-Williams シナリオと呼ばれるものもある [13]．古典的なものとの違い
は，なんらかの波は子午面循環と同じで極方向へ西向き AM輸送をしていて，西向き AM

2026年 3月 30日 (小野寺玲旺)
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輸送は熱潮汐波が AM の偏在域の上下方から輸送してくるというものである．古典的な
方は主に水平方向の AM輸送によって，非古典的な方は主に鉛直方向の AM輸送によっ
て SRが維持されていると考えているという違いがある．

金星の探査機として JAXAが打ち上げた「あかつき」がある．SRの謎に迫るために金星
の 3 次元的な大気の流れを明らかにすることがあかつきの目的であり，そのためにこの
探査機には 5つのカメラ (UVI, IR1, IR2, LIR, LAC)と，1つの発振器 (USO)が取り付け
られている [18]．UVI (紫外イメージャ) は二酸化硫黄や未知の化学物質の雲頂付近にお
ける分布を紫外線でとらえて，その分布の模様を追跡することで雲頂高度での風速分布を
調べられる．IR1 (1µmカメラ)は金星の雲の下や地表付近まで透過できる 1µm付近の波
長を利用して，異なる波長の赤外線強度を比較することで，下層大気における雲の動きや
水蒸気分布，地表面の鉱物組成，また活動を続けている火山の有無等を調べることができ
る．IR2 (2µmカメラ)は金星の雲の下まで透過できる 2µm付近の波長を利用して雲の濃
さや雲粒の大きさ，一酸化炭素の分布などを観測することによって，下層大気の流れや
雲のでき方について調べられる．また，金星に到達するまでの間に黄道光の観測を行い，
太陽系内に広がっているダストについて調べることができる．LIR (中間赤外カメラ) は
10µm の波長をもつ赤外線で雲上端の温度の観測を行うことができる．雲頂の 2次元的な
温度分布より雲層上部の波動や対流活動，昼夜にわたる雲頂高度における風速分布を調べ
られる．LAC (雷・大気光カメラ)は 3万分の 1秒間の明るさの変化をとらえることがで
きるカメラによって，短時間の間に生じる雷放電を検出し，金星での雷放電発光の有無に
ついて調べられる．また，高度 100km 付近の高層大気の酸素が放つ大気光という淡い光
をとらえて，昼面と夜面の間の大気の流れや大気波動の映像化を行う．USO (超高安定発
振器)は，あかつきが金星の後ろに隠れた際に金星大気をかすめて届く電波の受信周波数
が変化することを利用して，気温や硫酸蒸気の分布を推定できる．この探査機は 2010年
に打ち上げられ，実際に軌道投入されたのは 2015年であった．その後，2024年に後期運
用中に通信断絶し，2025年に運用を終了している．

観測からは金星では SRが起きていることが示唆されているが，そのプロセスは前述の通
り未ださまざまな角運動量輸送プロセスが考えられている [13]．今回の研究の動機は，そ
の角運動量輸送プロセスについて理解したいからである．その為に，その角運動量輸送プ
ロセスに関する論文である Horinouchi et al. (2020)を読むことにした．今回の卒業研究で
は Horinouchi et al. (2020)を読む過程で，TEM方程式と波 (特に熱潮汐波)について理解
する必要が出てきたため，それらの内容についてをまとめた．本卒業研究では，金星にお
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ける SRを引き起こす角運動量輸送プロセスの理解のために基礎的なことを学びそれをま
とめることを目的とする．

本論文の構成は，まず第 2章で Horinouchi et al. (2020)の内容についてまとめる．第 3章
では Horinouchi et al. (2020)を読む中で勉強の必要が出てきた TEM方程式について学ん
だことをまとめ，第 4章では TEM方程式のほかに勉強の必要が出てきた波 (特に熱潮汐
波)について学んだことをまとめる．そして，第 5章では，全体のまとめを行う．また，付
録 Aでは Horinouchi et al. (2020)の 2ページ目第 5段落までの訳を載せ，付録 B, Cでは
それぞれ TEM方程式と波に関する式の本文に掲載しきれなかった詳しい導出を載せる．
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第 2章

Horinouchi et al. (2020) のまとめ

2.1 Horinouchi et al. (2020)の目的

この論文では，Venus International Refarence Atmosphere (VIRA) [11]から得られる下向
き太陽フラックスから熱的に誘起された子午面循環を推定することが目的の一つである．
また，金星探査機あかつきの紫外イメージャ (UVI) の紫外放射輝度データを用いて雲追
跡での雲頂での風速場を推定や，中間赤外カメラ (LIR)から得られた輝度温度データを用
いた雲頂付近の温度場を推定もまた目的である．Horinouchiらはこれらの推定によって，
金星における角運動量収支とそれにより SRがどのように維持されているかの解明を目指
すことが大きな目標である．

2.2 物理量に対する平均と擾乱の記号の定義

最初に，これからの議論で用いる記号の定義をまとめておく．

⟨x⟩ : xの東西平均（経度に沿った平均）．定義上東西平均である量 (M,vr,F )は，角括弧
なしで表される．
x∗ ≡ x− ⟨x⟩ : 東西平均からの偏差．
x̄ : 固定された τL と φに対する xの時間平均．
x′′ ≡ x− x̄ : 時間平均からの偏差．
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金星スーパーローテーションの理解のための基礎知識：TEM方程式と熱潮汐波 9

x̃ : 固定された τL と φに対する ±15 daysにわたる xの時間移動平均．
x′ ≡ x− x̃ : 時間移動平均からの偏差．
x# : 固定された τL と φに対する，雲追跡によって導出された量 x（したがって xは uま
たは v）の世界時ベースの暦日にわたる日平均．

2.3 熱的に誘起された子午面循環と理想的な東西風分布のモ
デル

理想的な非断熱加熱分布を用いて平均ラグランジュ子午面循環 vr を大まかに見積もる．
高度 100kmまでの長波加熱と下層雲領域での対流加熱の南北差が太陽放射のものよりも
はるかに小さいとし，太陽放射の南北構造が cosφに比例すると考えると，非断熱加熱の
南北分布も cosφに比例すると考えることができる．すると，単位質量当たりの非断熱加
熱は

Q = h(φ)
∂F (z)

ρ∂z
(2.1)

と書ける．ただし，h(φ) = 4
π cosφ − 1 であり，ρ は密度である．ここで，h の −1

の項は全球平均加熱を 0 にするための長波加熱や対流加熱に対応していて，4/π は
cosφ = (1− µ2)1/2 の µによる積分を正規化するための係数である1 )．

F の高度分布は，VIRAから得られる下向き太陽フラックスに対する 3次スプライン補間
によって与えられている2 )．ただし，地表面での吸収太陽放射フラックスによる加熱を 0

から 10km の間でほぼ均等に吸収させるために，z = 0で F = 0とした．

ここで，無次元対数圧力高度 ζ ≡ − ln p/p00 (p00 は地表面気圧)を導入し，正規化した対
数圧力鉛直速度を w∗ ≡ Dζ

Dt と定義する．多くの場合全球一定のスケールハイトを用いる
が [1, etc.]，金星ではスケールハイトが高度によって大きく変わるため，対数圧力鉛直速
度を w ≡ Hw∗ と定義する．ここで， H = RT/g は高度に依存する量であり，Rは気体
定数，g は重力加速度である．定常状態において，水平温度移流性を無視するならば，正
規化された残差平均鉛直速度 w∗r と Qの関係は

HSw∗r = Q (2.2)

1 ) Horinouchi et al. (2020)の Supplementary Materialsには cosφ = (1− µ)1/2 とあったが，おそらく誤植
である．

2 ) VIRAのデータから, 0, 10, 20, 30, 40, 48, 58, 70, 72, 76, 80, 90, 100km でのデータを得ている．
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となる．ここで，安定度 S は
S = Γ +

∂T

∂z
(2.3)

である．ただし，Γ は断熱温度減率である．ここで正規化した南北速度 v∗ ≡ Dµ
Dt を導入

すると，v = a (cosφ)
−1

v∗ のように表せる．正規化した残差速度成分は，一種の質量流
線関数 χを通じて以下のように関係づけられる．

pv∗r = −∂χ

∂ζ
, pw∗r =

∂χ

∂µ
. (2.4)

式 (2.1)-(2.4)と補間された F，そして VIRA (39)での T, g, Γ を用いて χについて解くと
以下のような結果が得られる．
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図 5: 太陽加熱から得られた子午面循環の理想モデル計算と理想化された帯状角運動量の
移流による加速. (A)は下向きの全球平均太陽放射フラックス F . 縦軸は高度で，横軸は
フラックス量である．(B)は φmax = 38.2◦ での太陽加熱から得られた質量流線関数 χで
ある. 破線は補間した領域を, 青い点線は高度 74kmでの値を示している. 縦軸は高度で，
横軸は質量流線関数の値である．(C)では,黒い等値線が χの半球構造を (流れる方向は赤
い矢印で概略的に示されている),灰色の破線の等値線は高度 40kmから 90kmの間の理想
的なM を, 色のグラデーションは高度 50km から 80km の間での移流による帯状流の加
速 −(a cosφ)−1vr · ∇M を示している. 縦軸は高度で，横軸は緯度である．(D) では, 黒
い線は φmax での vr を,青い線は赤道での wr を示している. また,太い線は高度 50kmか
ら 80kmの間の値を強調している.縦軸は高度で，横軸は vr, wr の速度である．

この図において S の最小値は 1× 10−3Km−1 に設定されている．また，理想的な角運動
量の分布を調べる際には TEM方程式を用いて計算されている3 )．結果として得られた χ

は，安定度が低い領域であるがゆえに 55km 付近でスパイク状のピークができ，このピー
クは設定した S の最小値に依存していた．このピークは偽のものであると思われるため，
図 5Bでは 50-60km の部分を線形補間し，そこを破線で表した．

単位鉛直インクレメントあたりの南北熱フラックスは a cosφsvr = a2sv∗r と表される．

3 ) TEM方程式については 3章に詳しくまとめた．
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ただし，aは惑星半径であり，sは単位質量当たりの静的エネルギーである．sは比エン
タルピー hとジオポテンシャル Φより

s = h+Φ (2.5)

と書ける．そして，h′ ≡ h− h(z = 0km)を計算するために，VIRAにおける pおよび T

プロファイルの積分経路に沿った積分 ∫ ( ∂h∂T

)
p
dT +

∫ (
∂h
∂p

)
T
dpを実行した．このとき

に，( ∂h∂T

)
p
= cp と以下の式

Γ =
g

cp

[
1−

(
∂h

∂p

)
T

]
(2.6)

を使用した．この式は VIRAにおいて Γ を計算する際にも用いられた．ここで注意しな
ければならないのは，実際には Γ のデータは 72km までしか利用できないことだ．それ
より上空では，

(
∂h
∂p

)
T
は理想気体と同じように 0とした．これは 70km 以高の比較的圧

力が低い場所では妥当なものである．この計算結果が以下である．

図 6: 静的エネルギーの鉛直分布．これは VIRAのデータ [11]から得られており，地表面
での値との差 s′ ≡ s− s(z = 0km)で表されている．このプロファイルは子午面熱輸送の
計算に用いられている4 )．縦軸は高度で，横軸は静的エネルギーである．

4 ) 子午面熱輸送に関しては Horinouchi et al. (2020)の Supplementary Materialsの S13節に示されている．
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さらに，南北循環の伴う東西加速の概算のために，観測結果 [4, 6, 8, 11]を考慮して，40

から 90km の間で理想化された東西風の南北構造を定義した．その南北構造は，選択さ
れた高度 zi(i = 1, 2, ..., 5)において解析的に次のように指定される．

u = −u0i

[
1 + ai tanh

φ− aci
awi

+ bie
−
(

φ−bci
bwi

)2
]
cosφ (2.7)

ここで，zi = 40, 53, 63, 73, 90km，u0i = 50, 70, 90, 110, 40ms−1，ai = 0.6, 0.6, 0.3, 0.25, 0.15，
awi = 30◦, 30◦, 25◦, 20◦, 20◦，aci = 60◦, 60◦, 50◦, 38◦, 35◦，bi = 0.3, 0.3, 0.25, 0.2, 0.1，
bwi = 25◦, 25◦, 25◦, 15◦, 15◦，および bci = 70◦, 70◦, 55◦, 45◦, 45◦ である．この結果に対
して 3次スプライン補間を行い鉛直方向に補間した．このようにして得られた理想化した
東西風に対応する角運動量は図 5Cに示されている．uが最大になるのは雲頂からわずか
に高い ∼ 73km ほどであることに注意されたい．これは，283nm 画像から得られた平均
風速が 365nm 画像から得られたものよりも速いこと [4]に基づいている．

2.4 あかつきのデータの解析手法

ここでは，Horinouchi et al. (2020) で行われた解析手法についてまとめる．Horinouchi

et al. (2020) では金星探査機のあかつきから得られた 2015/12 から 2018/12 までのデー
タを大きく 5 つに分けている．それぞれ開始日が 2015/12/07, 2016/09/21, 2017/04/21,

2017/12/01, 2018/06/16で，その終了日は 2018/12/07である (第 1-5期間と呼ぶこととす
る).

2.4.1 あかつきのデータからの風推定

あかつきの UVIから得られた紫外輝度のデータを用いて雲の追跡を行い，それらの画像
より雲頂付近の水平方向の風速を得る．このときに用いたのは，あかつきのため導出され
た雲追跡法 [3, 7]を用いる．パラメータは先行研究 [4]と同じとした．この方法を用いる
と 3◦ × 3◦ 格子上の風データが得られる．求まる風ベクトルは ∼ 10◦ × 10◦ 領域上での雲
の動きを表すため，オーバーサンプリングとなっている5 )．風の擾乱である u′, v′ を導出
するための風データでは 3× 3格子点で平滑化を行っているため，使用された風データは
わずかに広い領域の水平風を表すこととなる．

5 ) オーバーサンプリングをすることで，SNRを向上させることができる．
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2.4.2 風推定誤差の評価

Horinouchi et al. (2020)では，雲追跡によって得られる風速場の誤差の推定と評価を行っ
ている．風推定誤差の評価には，∆u ≡ u′(τL + ∆τL, φ + ∆φ, t + ∆t) − u′(τL, φ, t) と
∆v ≡ v′(τL+∆τL, φ+∆φ, t+∆t)−v′(τL, φ, t)を用いる．ここで，∆τLおよび∆φは，
∆t の間の [u(τL, φ, t), v(τL, φ, t)]（背景風を含む全風速）による移流に対応する地方時
（LT,経度に関連）および緯度の増分である．φの各格子点について τLと tにわたるアンサ
ンブル平均を E((∆u)2)とし，∆vから同様に定義されるものを E((∆v)2)とする．また，
tと t+∆tでの誤差が無相関で，シグナルとノイズも無相関とする．すると，E((∆u)2)

の期待値は 2σ2
ϵu +2 (1− ru′(∆t))σ2

u′ となる．ただし，σ2
ϵu は東西風推定における誤差の

分散，σ2
u′ は u′ の真の (物理的)分散，ru′(∆t)は移流に沿った∆tの時間差における自己

相関である．∆uと∆v の標準偏差 σ∆u ≡
√

E((∆u)2)
2 , σ∆v ≡

√
E((∆v)2)

2 は，σ2
u′ , σ2

v′ が
十分に小さいか，∆tが十分に小さく ru′ が 1に近づけば，σ∆u ∼ σϵu, σ∆v ∼ σϵv となる．

日平均時間依存風擾乱 u#, v# の不確かさの評価は以下のように行う．これらの日平均風
は 3つ以上の u′ (または v′)の値を用いることができるときに定義される．平均化に使用
される典型的な数は 5であるため，誤差分散は約 1 / 5になると考えられる6 )．そのため，
u#, v# の不確かさはそれぞれ σϵu, σϵv の約 1/

√
5倍とみなすことができる．

2.4.3 u′ と v′ の誤差共分散の推定

UV輝度の特徴として，北半球（南半球）では北西-南東（南西-北東）方向に斜め向きに
なる傾向がある．これは図 1にも表れていて，左に倒れた V字の線が見える．雲追跡の
前にハイパスフィルタが適用されるが [4]，全体的な斜めの特徴は，北半球において南西-

北東方向よりも北西-南東方向により大きな曖昧さを生じさせる．これにより，u′ と v′ の
誤差に負の共分散が生じる．そのため，共分散を引くことで，AMフラックスからその影
響を差し引く．

2.4.2節と同じように，tと t+∆tでの誤差が無相関で，シグナルとノイズも無相関とす

6 ) あかつきの観測が 10, 12, 14, ..., 22時に行われた場合，10-12-14, 12-14-16, ..., 18-20-22の 5パターンの
データが得られることが関係していると考えられる．
誤差分散が 1 / 5になるのは定性的にはわかるものの，実際にそうなるかまでは分かっていない．
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ると，1
2E(∆u∆v)の期待値は 2C(ϵu, ϵv)+ 2C(u′, v′)−C(u′, v′;∆t)−C(u′, v′;−∆t) ≃

2C(ϵu, ϵv)−C
(
u′, ∂2v′

∂t2

)
∆t2 となる．ここで C(x, y)はタイムラグなしの xと y の共分

散であり，C(x, y;∆t)はタイムラグ ∆tでの xと y の共分散である．最後の導出はテイ
ラー展開によるものである（最後の項は −C

(
∂2u′

∂t2 , v′
)
∆t2 とも書ける）．∆t = 4時間に

おける 1
2E(∆u∆v)を誤差共分散の推定値とみなす．この共分散は各期間について得るこ

とができ，図 12Bの実線を描くために平均 u′v′ から差し引く．

前節の議論に従い，u# と v# 間の誤差共分散は u′ と v′ 間の誤差共分散の 1/5であると想
定されたため， 1

2E(u#v#)は ∆t = 4時間における 1
10E(∆u∆v)に設定された．

2.4.4 潮汐角運動量フラックスの推定

観測から得られた時間平均風 (ū, v̄)は東西時間平均風 (u0, v0)と熱潮汐に関連付けられた
流れ (ut, vt)からなる [(ū, v̄) = (u0 + ut, v0 + vt)]．そのため，(u0, v0)の推定が (ut, vt)

を考えるうえで重要となる．vt に関しては v0 = 0 としたときと v0 ∼ 1ms−1 のときで
−⟨utvt⟩ cosφにわずかしか違いはなかったものの，u0 の制約に関しては入念な推定が必
要となる．

まずは，先験的知識を以て制約を考える．昼側と夜側の両方における，熱赤外を用いた雲
頂温度の観測的研究 [9, 16] で，熱潮汐に関する温度変動が緯度 ∼ 40◦ 以南 (以北) にお
いて帯状波数 2 (1)成分の振幅が最も大きいことが示された．これは，最近のモデリング
研究でも同様である [15]．このモデリング研究は他にも，内部重力波における運動エネル
ギーと位置エネルギーの理論的な等分配から予想されるように，東西波数 1成分と波数 2

成分の比が温度と東西風の間で類似していることも示した．これらの研究から，温度だけ
でなく潮汐に関連する東西風擾乱も同様に，緯度 30◦ より低い場所では東西波数 2成分
が卓越していると考えることができる．そしてそこでは，波数 1成分の振幅は波数 2成分
の 3分の 1にも満たない [9]．したがって，緯度 30◦ 以南では，昼面に限定された雲追跡
の観測から運動量フラックスを妥当な精度で推定できると思われる．

ここでは，様々な緯度における ūに対して帯状波数 2の波を最小二乗法でフィッティング
し，ū(τL, φ)の振動の中心の値を u0 と考える7 )．

7 ) 熱潮汐波を含む様々な波については 4章に詳しくまとめた．
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2.4.5 スペクトル解析

第 2-5期間それぞれで日平均擾乱風 u#, v# の時間 tに関する周波数スペクトル計算を高
速フーリエ変換 (FFT) を用いた離散フーリエ変換 (DFT) と Lomb-Scargle 法で行ってい
て，その結果同様の周波数スペクトルが得られている．実際の解析では DFTのデータを
用いた．

日平均風のタイムスタンプは観測時刻の平均に基づくため，一定間隔ではなくなってい
る．元データは周波数スペクトル計算をする前に，経度方向に 3グリッド分と緯度方向に
2グリッド分でビニングしている8 )．Lomb-Scargle法ではそのままのデータを用いたが，
DFT では時間サンプリングが一定でないといけなくかつデータ欠損も許されない．その
ため，2日までのデータ欠損は補間していて，さらに 45日以上の時系列のデータが得ら
れた場合のみに実施された．DFTに関しては各期間の間に 90日の時間窓を用いていて，
連続する時系列の後にはゼロパディングをしている9 )．周波数は Lomb-Scargle法と DFT

の両方で 1/90 day−1 で計算されている．

ある量 xの複素フーリエ係数を X(τL, φ, f)としたとき (f は周波数)，xのパワースペク
トルは単純な cX(τL, φ, f)X

∗(τL, φ, f)ではなく，これを τL で平均しさらにある φにつ
いて各期間にわたってアンサンブル平均をとったものになる．ただし，cは f についてナ
イキスト周波数まで積分したものが分散に等しくするために係数であり，アスタリスクは
複素共役を表す．そのため，x(τL, φ, t)と y(τL, φ, t)のクロススペクトルも同様に平均操
作をした cX(τL, φ, f)Y

∗(τL, φ, f)であり，このクロススペクトルの実部と虚部がそれぞ
れ共スペクトル (コスペクトル)と直交スペクトルである10 )．

8 ) グリッド間隔は 3◦ × 3◦ である．
ビニングとは，いくつかのグリッド点をまとめることである．つまり，値は平均値や中央値にしてグリッ
ド数を減らすということである (まるでモザイク処理のようである)．

9 ) 時間窓とはデータをカットして空白期間を作ることであり，ゼロパディングとはデータを 0で埋めるこ
とである．

10 ) 共スペクトルが正でかつ大きいならば，ある周波数において二つの量の位相が近いとなる．逆に直交ス
ペクトルが大きいなら位相が π/2ほどずれていると分かる．
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2.4.6 潮汐熱フラックスの推定

潮汐熱フラックスの推定には 2.4.4節での vt とあかつきに搭載された LIRによって取得
された雲頂輝度温度データを用いた．LIRによるデータの中で，衛星天頂角が小さいもの
は UVI が感度を持つ雲頂よりも 4km ほど低い部分が代表高度となる．ただし，衛星天
頂角が大きくなると代表高度も高くなる．実際に，衛星天頂角が 0◦ のときと 70◦ のと
きとでは，平均的な LIR輝度温度が 12K ほど変わっている．ここで，平均気温を導出す
る前に天頂角に対する全体的な温度依存性は補正されている．そのため，衛星天頂角が
50-80◦ の間に観測されたデータを用いて，潮汐温度場 Tt を導出している．

2.5 結果

2.5.1 熱的に誘起された子午面循環と理想的な東西風分布のモデルの結果

図 5Aより，高度 60-70km で大きな吸収があることが分かる．それ以外の高度では吸収量
にあまり差がみられなかった．図 5Bを見ると，高度 60, 30, 5km 付近で極大値があり，高
度方向に 3つの循環があると分かる．図 5Cより，(B)でも言及した通り，高度方向に 3つ
の循環がみられる．また，高度 60-70km では赤道付近では残差循環による 0.4ms−1day−1

ほどの負の減速がみられ，高緯度側になると残差循環による 0.7ms−1day−1 ほどの負の
加速が起きていると分かる．また，高度 ∼ 70km より上では残差循環による負の加速が，
高度 ∼ 60km より下では残差循環による負の減速が起きている．図 5Dを見ると，南北
風が速い φmax 付近の緯度では 70km で極大値の 2ms−1 の，鉛直風が速い赤道付近の
緯度では 68km で極大値の 2mms−1 の速さとなっていた．

2.5.2 あかつきのデータからの風推定の結果

雲追跡データの品質管理は先行研究 [4]と同様であるが，中緯度においてより多くのベク
トルを得るために，パラメータの一つである ϵ（その研究における精度の尺度）の閾値を
< 10ms−1 から < 20ms−1 に緩めた．3年間の解析期間において，365nmでの 3,789組
の画像の三つ組から雲頂風が得られた．ϵの閾値を 20ms−1 に設定した場合において，品
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質管理を通過した風ベクトルの数は 140万を超える．また，283nmでは 3,793組の画像
の三つ組が使用され，120万の風ベクトルが得られた．各緯度格子における検証済みベク
トルの数を 365nmのケースについて図 7Aの赤線に示す．283nmのケースのプロファイ
ルも同様である．

図 7A の赤線より，赤道域に近づくほどデータ量が多く，中緯度の近づくとデータ量は
減っていった．また黒実線と黒破線より，赤道域の方が中緯度帯よりも標準偏差が小さく
uと v では uの方が標準偏差が大きいと分かる．図 7Bの黒線より，緯度 40◦ よりも赤道
側では平均東西風の速さがあまり変わらなかった．また破線も同様に，緯度 40◦ よりも
赤道側では平均東西風の速さがあまり変わらなかったが，赤道での速度の低下は大きかっ
た．そして赤線より，絶対渦度の鉛直成分はほぼ赤道反対称な形をしており，その変化の
傾きは緯度 30◦ 付近で大きくなっている．さらに青線より，単位質量当たりの角運動量
は赤道で極小を迎え，緯度とともに上昇する傾向がみられる．図 7Cより，平均東西風分
布は赤道対称に近く，朝と夕方で速く昼頃との差は 10 ∼ 20ms−1 程になると分かる．ま
た，赤道域よりも緯度 20-40◦ のほうがわずかに速いという結果であった．図 7D より，
平均東西風分布は赤道反対称に近く，風が速い部分は正午より 1時間ほど遅いところにそ
の中心を持っていた．また，こちらも風の速さは赤道にいくほど遅いのに対して，基本的
に高緯度ほど速いと分かる．
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図 7: あかつきによって撮られた紫外画像から得られた雲頂における水平風の基本的な統
計値 (特に記載がなければ 365nmの画像からの結果が示されている)．(A) 3◦ の各緯度グ
リッドごとの風ベクトルの数 (赤線)と， 3× 3の移動タイル平均後の風の誤差の推定され
た標準偏差．東西風が黒実線，南北風が黒破線．縦軸は緯度であり，上の横軸は品質管理
を通過したデータの数，下の横軸は推定された標準偏差である．(B)全期間および地方時
8-9.5時と 14-15.5時で平均することによって得られた平均東西風 (黒実線)．影領域は 21

日移動平均 (50 %以上のデータが必要)を施しその後ある地方時の範囲で平均した東西風
の標準偏差として得られた，低周波数変動を足し引きしたものである．そして，青線は平
均東西風から得られた単位質量当たりの角運動量で赤線は絶対渦度の鉛直成分である．ま
た，点線は 283nm のものである．縦軸は緯度であり，黒横軸は平均東西風速，赤横軸は
絶対渦度，青横軸は単位質量当たりの角運動量である．(C)観測期間にわたって平均され
た東西風の地方時―緯度分布 (ms−1 )．縦軸は緯度で，横軸は地方時である．(D) (C)と同
様だが，こちらは南北風についてである．縦軸は緯度で，横軸は地方時である．
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2.5.3 風推定誤差の評価の結果

図 8は，∆t = 4, 8時間の場合の σ∆u と σ∆u である．図 8の左側では主に緯度 40◦ より
赤道側が示されているが，365nm のものの実線と破線を比べると，赤道ほどその差は小
さく中緯度ではその差が大きくなると分かる．ただ，中緯度でもその差は 1.5ms−1 とそ
もそもの風速と比べて小さかった．また，その傾向は 283nm のものでも見られる．図 8

の右側では主に緯度 40◦ より赤道側が示されているが，uのときと同様に 365nm のもの
の実線と破線を比べると，赤道ほどその差は小さく中緯度ではその差が大きくなると分か
る．ただ，中緯度のその差は 0.5ms−1 と uのときと比べて小さく，中緯度帯でもそもそ
もの風速と比べて小さかった．また，その傾向は 283nm のものでも見られるのも uと同
様である．

図 8: 2.4.2節で定義されたラグランジュ的風の差に基づく統計値．左：∆t = 4 (実線)お
よび ∆t = 8 (破線)における σ∆u．縦軸は緯度で，横軸は推定された u′ の標準偏差であ
る．右：左と同様だが，こちらは σ∆v について．縦軸は緯度で，横軸は推定された v′ の
標準偏差である．(黒：365nm ,赤：283nm ) ∆t = 4における σ∆u と σ∆v は，図 7Aに
示される推定標準誤差に用いられている．
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2.5.4 u′ と v′ の誤差共分散の推定の結果

図 9も図 8と同様に主に緯度 40◦ より赤道側が示されているが，共分散は赤道反対称と
なっていた．また，365nm のものの実線と破線を比べると，赤道ほど差が小さく，中緯
度にいくほどその差は大きくなった．値としては緯度 40◦ あたりで 5m2s−2 ほどとなり，
その差は小さいことが分かる．また，その傾向が 283nm でも見られる．

図 9: 誤差共分散の推定．365nm（黒）および 283nm（赤）画像から得られた風に対す
る，∆t =4時間（実線）および 8時間（破線）における，2.4.3節で定義されたラグラン
ジュ的風の差の共分散の半分 1

2E(∆u∆v)．縦軸は緯度で，横軸は推定された u′ と v′ の
共分散の半分の値である．∆t = 4時間における値は，図 12Bに示される角運動量 (AM)

フラックスを導出するために，u′ と v′ の間の推定誤差共分散として用いられている．

2.5.5 潮汐角運動量フラックスの推定の結果

図 10, 11 は 3 年間にわたる雲追跡風から得られた様々な緯度における ū を示していて，
図 12はその得られた結果を用いた結果である．図 10の (A)-(H)のフィッティングを見る
と，(A)や (H)では高周波数成分が少し見られるもの，全てでおおむねよく東西波数 2の
波をフィッティング出来ているといえる．また，ūの最大値と最小値の平均を u0 とした
としても，フィッティングで得られた u0 の ±0.3倍の範囲に入っていた．そして，赤線
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と青線が比較的離れているものは高周波数成分が大きくみられるものであった．図 10の
(I)を見ると，赤線と青線の差が大きいのは中緯度であり，その差は大きくても数 m2s−2

程度であった．図 11 の (A)-(H) のフィッティングを見ると，(A) や (H) では高周波数成
分が少し見られるもの，ほぼ全てでおおむねよく東西波数 2の波をフィッティング出来て
いるといえる．(A)に関しては他よりも大きなずれがみられた．また，ūの最大値と最小
値の平均を u0 としたとしても，フィッティングで得られた u0 の ±0.3倍の範囲に入って
いた．ただ，赤線と青線が比較的離れているものが図 10よりも多く，それは高周波数成
分があまり見られないものでもあった．図 11の (I)を見ると，赤線と青線の差が図 10と
比べて大きい．その差は緯度 30◦ で 10m2s−2 程度であった．図 12Aより，南緯 25◦ か
ら北緯 25◦ にかけてフラックスの傾きが正になっているのに対して，それより極側では
傾きが負になっている．また，283nm での結果は 365nm のものよりも絶対値が大きく
なっている．図 12Bを見ると，南緯 40◦ から北緯 40◦ にかけてフラックスの傾きが正に
なっていて，この傾向は南側では乱れがみられるもののおおむね図 12Bの全範囲で見ら
れた．また，283nm においては実線と点線を比較したときに，中緯度帯では点線の方が
4m2s−2 ほど大きかった．図 12Cは図 12A, Bの微分結果にマイナスをかけたものになっ
ているが，緯度が増加したときにフラックスも増す場合には微分結果にマイナスをかけた
ものが負になり，結果的に負の角運動量の増加となる．しかし，緯度が増加したときにフ
ラックスは減る場合には微分結果にマイナスをかけたものが正になり，結果的に負の角運
動量の減少となる．そのため，平均潮汐フラックスから得られた発散では赤道付近で負の
角運動量の増加を示しており，南緯 25◦ から北緯 25◦ より極側の潮汐フラックスや乱流に
よる効果は負の角運動量の減少に寄与している．283nm (365nm )から得られた平均潮汐
フラックスは赤道において -0.9 (-0.6)ms−1day−1 程の加速を起こしており，乱流は逆に
どちらの波長でも 0.15ms−1day−1 の負の減速を起こしている．また，ロスビー波による
影響は 0.1ms−1day−1 にも満たなかった
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図 10: u0 の過程に対する潮汐角運動量フラックスの依存性を感度実験の図解．(A)-(H)右
上隅に示された緯度における，3 年間の期間から得られた平均東西風 ū (黒線)．赤線は，
東西波数 2の正弦波曲線の最小二乗フィッティングによって得られた u0 を示す．縦軸は
平均東西風速で，横軸は地方時である．(I) この仮定で得られた ⟨utvt⟩ cosφ (赤線) であ
り，これは図 12A の細実線と同じである．縦軸は緯度で，横軸は ⟨utvt⟩ cosφ の値であ
る．(A)-(I)全てに共通するものとして，緑とシアンの線 (A-H)および曲線 (I)は，このよ
うに定義された u0 をフィッティングに基づく潮汐振幅の ±0.3倍だけずらした場合であ
る (緑：速い方，シアン：遅い方)．また，青線 (A)-(H)と曲線 (I)は ūの最大値と最小値
の平均を u0 と定義した場合である．
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図 11: 図 10と同様だが，こちらは 283nmに対するもの．
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図 12: 雲頂での熱潮汐波と時間変化する乱流による子午面 AM フラックスとその発散.
(A) 2 ˜5 番目の期間で ⟨utvt⟩ cosφ を平均することで得られた平均潮汐フラックス (太線
: 赤は 283 nm の場合 ; 青は 365 nm の場合を示す). １番目の期間が除かれているのは，
地方時の範囲が u0 を推定するには短すぎるためである. 影領域は各期間における標準偏
差を示す. 細実線は期間全体の結果を示す. (B) (A) と同様だが, 5 つの期間から得られた
⟨u′v′⟩ cosφ . u′ と v′ の間の誤差共分散に起因する偏りは取り除かれている. 点線は,日平
均風 (u#, v#) から得られたフラックスである. (C) (A) と (B) における, 熱潮汐波の加速
量 (−∂⟨utvt⟩ cos2 φ

a cos2 φ∂φ ;実線)と時間変化する乱流 (−∂⟨u′v′⟩ cos2 φ
a cos2 φ∂φ ;破線)の子午面 AMフラッ

クス収束による帯状加速量. 点線は緯度方向に 1:2:1の平滑化を行った後の共スペクトル
から得られたロスビー波の加速量である. 色は (A)と同様である.

2.5.6 スペクトル解析の結果

図 13A より，u# が緯度方向に正の部分と負の部分が一度ずつ表れていて，大きく一つ
の波になっていることが分かる．また，南北で絶対渦度の正負が入れ替わっており，中
緯度にいくほどその絶対値も大きくなっている．図 13B より，u# の周波数成分として
0.2day−1 が強く出ていて，次点で 0.25day−1 の成分が卓越していると分かる．また，こ
れは赤道対称である．図 13Cより，図 13Bと同様に 0.2day−1 が強く出ていて，次点で
0.25day−1 の成分が卓越していると分かる．違う点としては，北半球と南半球では v が
向きを変えるため，赤道反対称になっている．図 14Aを見ると，Lomb-Scargle法と DFT

で出てきたスペクトルに大きな差はなかった．ピークではないところでは全体的に DFT

が小さいが，ピークの部分ではかなり差が小さかった．図 14Bより，v# の周波数成分と
して 0.2day−1 が強く出ていて，次点で 0.1day−1 の成分が卓越していると分かる．ま
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た，これはスペクトルが出る部分は赤道対称であるのに対して， 0.3day−1 のピークは南
半球の方が強く出ていた．図 14Cより分かることとして，0.2day−1 の部分が強く出てい
た，つまり，u# と v# の位相にずれがあることが分かる．また，それは 0.25day−1 でも
同様であった．図 14Dを見ると，コヒーレンシーが大きいのは 0.2day−1 の北半球にお
いてである．次点としては 0.5day−1 においてである．南半球では 0.15, 0.2, 0.25day−1

で周りよりも少しコヒーレンシーが高い部分があった．

図 13: 風の擾乱場の例 (365nm) と対応するスペクトル. (A) 2017/01/07 から 01/10 まで
の期間での風の時間変動成分 (u#, v#) (矢印 ; u# > 0 ならば赤である) と絶対渦度 (色
のトーン) . 一日当たり 90 度ずつずらして重ねている. 縦軸は緯度で，横軸は相対緯
度である．(B) 2 ˜4 番目の期間で u# のパワースペクトル (色のトーン ; 白い等値線は
500m2s−2day). 横軸には, ある地方時 (LT, τL : 対応する地面を基準とした時間. 単位は
day)で観測された振動数と,乱流の帯状波数が 1であり西方向に動くときの赤道 (EQ)で
の帯状伝播速度の両方が示されている. 縦軸は緯度である．(C) (B)と同様だが, u# と v#

の共スペクトルの場合である (白い等値線は 20m2s−2day間隔である). 縦軸は緯度で，横
軸は (B)と同じである．
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図 14: 365nm画像での時間変化する日平均風擾乱のパワースペクトルとクロススペクト
ル．(A) 5◦ Sから 5◦ Nの間における u# の Lomb-Scargleスペクトル（黒）と DFT（赤）
スペクトルの比較．縦軸はパワースペクトルで，横軸は地方時に基づく周波数である．(B

―D)日平均 u# および v# の DFTによる結果．上横軸は地方時に基づく周波数で，中央
横軸は東西波数 1のときの地面基準周期で，下横軸は東西波数 1のときの赤道での速度で
ある．(B) v# のパワースペクトル [m2s−2day]．縦軸はパワースペクトルの強度である．
(C)図 13Cと同様であるが，直交スペクトル（クロススペクトルの虚部）について．縦軸
は直交スペクトルの大きさである．(D) u# と v# の間の 2乗コヒーレンシー11 )．縦軸は
コヒーレンシーの 2乗である．

11 ) 各周波数における相関を表す二乗コヒーレンシーは，クロススペクトルの絶対値の二乗と，xおよび yの
パワースペクトルとの比である．
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2.5.7 潮汐熱フラックスの推定の結果

図 15Aより，緯度 50◦ を境に支配的な東西波数が変化している．赤道側では波数 2の温
度分布が形成されているのに対し，極側では波数 1の温度分布が支配的になっている．図
15Bを見ると，(A)の赤道域の温度分布がほとんど取り除かれて極側のもののみになって
いる．図 15Cより，南北速度の速い点は 12時よりも 1時間ほど後にある．また，赤道域
よりも極域側の方が速くなることが分かる．図 16Dより，Tt が赤道対称なのに対して vt

が赤道反対称なので，結果的に ⟨vtTt⟩の赤道反対称になっている．また，中緯度帯になる
と標準偏差の増加がみられた．図 16Eより，波数 1の z 方向フラックスは赤道において
小さく，そこから極側にいくにつれて負のフラックスが徐々に大きくなった．この増加量
は緯度 40◦ で大きくなった．
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図 15: 潮汐温度と子午面風．(A) 3年間の観測期間にわたって平均して得られた，衛星天
頂角が 50◦ から 80◦ の間であるときの LIR観測から導出された輝度温度の潮汐成分（帯
状平均からの偏差として）Tt [K]．縦軸は緯度で，横軸の LT（地方時）は，経度を反映す
るために（東が右に来るように）減少順で示されている．(B) (A)の東西波数 1成分．縦
軸は緯度で，横軸は (A)と同じである．(C) 3年間の観測期間にわたって平均された UVI

365 nm 画像から得られた平均南北風 v̄ [ms−1]（色のトーン），および v0 = 0を仮定し
た最小二乗フィッティングによって得られたその東西波数 1成分（等値線）．縦軸は緯度
であり，横軸は (A)と同じである．
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図 16: 潮汐熱フラックス. (D) 5つの期間における, 365nmで得られた vt を用いた ⟨vtTt⟩1
から得られた昼側潮汐による平均潮汐熱フラックス (太実線)12 ). 影領域は各期間にお
ける標準偏差を示す. 細実線は期間全体から得られたものである. 縦軸は緯度で，横軸
はフラックス量である．また，添え字の 1 は東西波数 1 の成分であることを示す．(E)

(D) と同様だが, fzT1 ≡ ζaS
−1⟨vtTt⟩1 cosφ の場合である (図 S3B の絶対渦度と安定性

S = 8× 10−3Km−1 を用いている). 縦軸は緯度で，横軸はフラックス量である．

2.6 議論

2.6.1 風推定誤差の評価について

2.5.3 節の結果より，u についても v についても ∆t = 4, 8 の差は小さいため，∆t が十
分小さいとみて σ∆u ∼ σϵu, σ∆v ∼ σϵv と見ることができる．そのため，不確実性の推定
に ∆t = 4 時間の σ∆u と σ∆v を用いることができると考えられる．そのため，実際に
∆t = 4時間での値が実際の計算に用いられている．

2026年 3月 30日 (小野寺玲旺)



金星スーパーローテーションの理解のための基礎知識：TEM方程式と熱潮汐波 31

2.6.2 u′ と v′ の誤差共分散の推定について

2.5.4節の結果より，∆t =4, 8の推定標準偏差の差は小さいため，∆tが十分小さいとみて
E(∆u∆v) ∼ 2C(ϵu, ϵv)と見ることができる．そのため，不確実性の推定に ∆t = 4時間
の 1

2E(∆u∆v)を用いることができると考えられる．そのため，実際に ∆t = 4時間での
値が実際の計算に用いられている．

2.6.3 潮汐角運動量フラックスの推定について

2.5.5節より，潮汐フラックスは 25◦ より赤道側では SRの加速に寄与しているのに対し
て，2525◦ より極側では SRの減速に寄与している．これについては，熱潮汐波が東向き
角運動量を赤道から持ち去る (西向き角運動量を赤道側に持って来る) ことによる中緯度
域における SRの減速であると考えられる．また，これは作用反作用の法則とも矛盾しな
い結果である．

また，乱流による角運動量輸送に関しては，各期間の結果に一貫性があったため，この方
法の確からしさが示されたといえる．そして，(u#, v#) から得られた角運動量フラック
スが (u′, v′)から得られた角運動量フラックスよりわずかに小さいのは，日平均風の最高
周波数である 0.5day−1 を下回る高周波成分や局所的な波が均されたことによる値の低下
であると考えることができる．

2.6.4 スペクトル解析について

2.5.6節より，スペクトルの中でロスビー波 (0.2day−1 )，ケルビン波 (0.25day−1 )に対応
する波が強く出ている．それは共スペクトルでも直交スペクトルでも同様であり，潮汐構
造を抜くとこれらの波が支配的であると考えられる．

各期間における自由度は，各周波数に対する τL に沿った自己相関に依存する．つまり，
自己相関が強ければ一つの値が決められてしまえばそこから大まかな構造推定ができるの
に対して，自己相関が低ければいくつかの値が決まらないと大まかな構造決定ができない
からだ．特に，東西波数 1の波に関しては，τL のカバー範囲が限定的であるため，各時
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刻における τL の自由度はほぼ 1であるはずである13 )[4]．しかし，各期間において τL の
カバー範囲が徐々にシフトしている影響で，早い朝の τL かた遅い夕方の τL に被りがほ
とんどない [4]．よって，自己相関を考えられないため，自由度としては最低でも 2にな
るはずである．これは第 2-5期間全てに言えるので，スペクトルは 8以上の自由度を持つ
とみなすことができる．

2.6.5 潮汐熱フラックスの推定について

LIRによって得られた雲頂付近の輝度温度は，必ずしも等圧面上の温度とは限らない．こ
れは vt についても同じことがいえるが，温度成層のため，温度の水平構造は潮汐風のも
のよりも高度サンプリングに対して敏感であると予想される．LIR 輝度温度の代表高度
は，等圧面よりも等エントロピー面に近いように見えるかもしれない．しかし，線形波動
理論によれば，背景の鉛直温度プロファイルが等温であるならば，これら 2つの場合にお
いて温度擾乱は全く同じになる．雲頂レベル付近では背景温度は高度とともに低下するた
め，等エントロピー的な潮汐振幅は等圧的な潮汐振幅よりも大きくなるはずである．しか
し，前者は後者の 2倍未満であり位相は同一である．したがって図 16D,Eに示された結
果は，この点に関して 2倍の範囲内で妥当であると予想される．さらなる不確かさは，上
述した vt の部分的な東西カバー範囲から生じるが，我々はそれが大きくはないと予想し
ている (45)．

2.6.6 金星における SRの維持について

2.5.1, 2.5.5節の結果より，赤道域では熱潮汐波による負の加速と乱流と子午面循環による
負の減速が起きており，これらの効果がある一定程度拮抗することによって，SRの東西
速度のピークのが維持ができると考えられる．実際の計算結果からは，雲頂付近では熱潮
汐波によって -0.6ms−1day−1 程度の加速，乱流と子午面循環によって 0.55ms−1day−1

程度の加速が起きていて，計算上でもこれらの効果が拮抗していると分かる．

13 ) カバー範囲が限定的であるため，自己相関が高くなりやすいということであると推測している．
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2.7 考察

今回の Horinouchi et al. (2020)では，子午面循環が観測によって得られたものではなくモ
デルにより得られたものとなっている．そして，このモデルを割り出す際に用いた非断熱
加熱の南北構造が単純に cosφに比例するものであり，太陽放射以外の加熱の南北差は小
さいという仮定を用いている．子午面循環の角運動量輸送はという SRの角運動量収支に
関わる部分において，この仮定がどれほどの影響を及ぼすのかが未だ不明である．そのた
め，この仮定が金星の状況と適合するのかや，どのような近似が適しているかについて
は，一考の余地があるだろう．

また，あかつきの IR2を用いて下層から中層の雲層における風についても検討はされてい
るものの，おそらく観測期間の影響で信頼性の高いデータが得られていない．そのため，
この下層から中層の雲層における風の影響に関して議論ができていない．鉛直風速自体は
図 5Dより速くないと思われるが，この効果に関しては議論が必要であろう．
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第 3章

Transformed Eulerian
Mean(TEM)方程式

この章では, Andrews et al. (1987)と, Vallis(2006)にもとづき, TEM方程式の導出を行う
[1, 17].

3.1 TEM方程式とは

そもそも変形オイラー平均 (Transformed Eulerian Mean, TEM)方程式とは,ある変形操作
を施された運動方程式のことを指す. これを用いると様々な条件下での渦の影響を議論で
きるような枠組みが得られる. TEM方程式は,熱力学の式から渦流束を除去し運動量の式
に含ませるように平均化した,とても自然な形の方程式になっており,そのためポテンシャ
ル渦度流束の役割が強調されている. また TEM方程式では非断熱な効果と断熱的な効果,

および移流流束と拡散流束が自然に分離されていて,流れが断熱的な場合にはその方程式
形は好ましい形式へと単純化される. 無論, 良いことずくめであるわけではなく, TEM 方
程式を用いることに起因する問題も存在する.
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3.2 TEM方程式の導出

3.2.1 基礎方程式

この節の内容は Andrews et al. (1987)にもとづく14 ).

Andrews et al. (1987)での最初の方程式は以下の方程式群である15 ).

Du

Dt
−
(
u tanφ

a
+ f

)
v +

Φλ

a cosφ
= X , (3.1a)

Dv

Dt
+

(
u tanφ

a
+ f

)
u+

Φφ

a
= Y , (3.1b)

Φz = H−1Rθe−κz/H , (3.1c)

uλ + (v cosφ)φ
a cosφ

+
(ρ0w)z
ρ0

= 0 , (3.1d)

Dθ

Dt
= Sq . (3.1e)

これは Andrews et al. (1987)の式 (3.1.3a)-(3.1.3e)である.

この式では,経度・緯度・圧力座標系 (λ, φ, z) 16 )を用いていて,変数は, uは流体の経度方
向の速度 (東が正) , vは流体の緯度方向の速度 (北が正) , wは流体の鉛直方向の速度 (鉛直
上方が正) , θ = Teκz/H は温位, T は温度, Φは重力ポテンシャル, ρ0(z)は参照密度, X は
λ方向の摩擦項, Y は φ方向の摩擦項, Sq は非断熱加熱項である.

また,定数は, aは惑星半径, f = 2Ω sinφはコリオリパラメータ, Ωは自転角速度 (自転方
向が地球と逆ならば，負の値をとる), H は平均スケールハイト, Rは気体定数, κ = R/cp,

cp は定圧モル比熱である. また, 添え字の λ, φ, z はその変数による偏微分を表している.

ここでは，簡単のために H を定数と考えている．

14 ) B.4に Vallis (2006)を用いた TEM方程式の導出がある.
15 ) 導出に関しては, B.1を参照せよ.
16 ) ここで,標準参照気圧 ps を用いて,

z ≡ −H ln(p/ps)
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3.2.2 TEM方程式の導出

ここからは,式 (3.1)に対してオイラー平均をとっていく. 定義はあるスカラー量 f を用い
て以下のように表される.

f̄(φ, z, t) = (2π)−1

∫ 2π

0

f(λ, φ, z, t)dλ . (3.2)

また擾乱は以下のように表される.

f ′ ≡ f − f̄ . (3.3)

計算をしていくと,式 (3.1)は以下のように変形できる17 ).

ūt+v̄[(a cosφ)−1(ū cosφ)φ − f ] + w̄ūz −X

= −(a cos2 φ)−1(v′u′ cos2 φ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′u′)z , (3.4a)

v̄t+a−1v̄v̄φ + w̄v̄z + ū(f + ūa−1 tanφ) + a−1Φ̄φ − Ȳ

= −(a cosφ)−1(v′2 cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′v′)z − u′2a−1 tanφ , (3.4b)

Φ̄z−H−1Rθ̄e−κz/H = 0 , (3.4c)

(a cosφ)−1(v̄ cosφ)φ + ρ−1
0 (ρ0w̄)z = 0 , (3.4d)

θ̄t+a−1v̄θ̄φ + w̄θ̄z − Q̄

= −(a cosφ)−1(v′θ′ cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′θ′)z . (3.4e)

これで, Andrews et al. (1987)における式 (3.3.2a)-(3.3.2e)である. ただし,添え字 tはオイ
ラー微分を表す.

ここから,式 (3.4)に対して残差循環18 )を導入する. 残差循環 v̄∗ ≡ (0, v̄∗, w̄∗)は以下のよ
うに定義される.

v̄∗ ≡ v̄ − ρ−1
0 (ρ0v′θ′/θ̄z)z , (3.5a)

w̄∗ ≡ w̄ + (a cosφ)−1(cosφv′θ′/θ̄z)φ . (3.5b)

17 ) 導出は B.2を参照せよ.
18 ) 残差循環とは, 単純なオイラー平均に熱的な補正項を加えたものである. これを導入することでポテン
シャル渦度フラックスが帯状平均流に与える影響をより考えやすくなる.
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式 (3.4)に式 (3.5)を代入し計算していくと以下のようになる19 ).

ūt+v̄∗[(a cosφ)−1(ū cosφ)φ − f ] + w̄∗ūz − X̄

= (ρ0a cosφ)
−1∇·F , (3.6a)

ū(f + ūa−1 tanφ) + a−1Φ̄φ = G , (3.6b)

Φ̄z−H−1Rθ̄e−κz/H = 0 , (3.6c)

(a cosφ)−1(v̄∗ cosφ)φ + ρ−1
0 (ρ0w̄

∗)z = 0 , (3.6d)

θ̄t+a−1v̄∗θ̄φ + w̄∗θ̄z − Q̄ = −ρ−1
0 [ρ0(v′θ′ θ̄φ/aθ̄z + w′θ′)]z . (3.6e)

ただし, F = (0, F (φ), F (z))はエリアッセン-パームフラックスであり,

F (φ) ≡ ρ0a cosφ(ūz v′θ′/θ̄z − v′u′) , (3.7a)

F (z) ≡ ρ0a cosφ[{f − (a cosφ)−1(ū cosφ)φ}v′θ′/θ̄z − w′u′] (3.7b)

である. これで, Andrews et al. (1987) における TEM 方程式 (3.5.2a)-(3.5.2e) の導出がで
きた.

3.2.3 角運動量・温度を用いた TEM方程式の表現

ここでは, Horinouchi et al. (2020)で使われていた TEM方程式の表現を求める. 式 (3.6a)

に (a cosφ)をかけて展開すると,

aūt cosφ+ v̄∗(ū cosφ)φ − afv̄∗ cosφ+ aūzw̄
∗ cosφ = ρ−1

0 ∇·F . (3.8)

f = 2Ω sinφを代入し, (ū cosφ)φ を展開して,

aūt cosφ+ v̄∗ūφ cosφ− v̄∗ū sinφ− 2aΩv̄∗ cosφ sinφ+aūzw̄
∗ cosφ = ρ−1

0 ∇·F . (3.9)

ここで,絶対角運動量M = aū cosφ+ a2Ωcos2 φを用いると,

Mt = aūt cosφ , (3.10)

∇M = a−1
(
aūφ cosφ− aū sinφ− 2a2Ωcosφ sinφ

)
+ aūz cosφ

= ūφ cosφ− ū sinφ− 2aΩcosφ sinφ+ aūz cosφ , (3.11)

v̄∗ · ∇M = v̄∗ūφ cosφ− v̄∗ū sinφ− 2aΩv̄∗ cosφ sinφ+ aūzw̄
∗ cosφ . (3.12)

19 ) 導出は B.3を参照せよ.
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式 (3.10), (3.12)より,式 (3.9)は,

Mt + v̄∗ · ∇M = ρ−1
0 ∇·F (3.13)

とかける. 論文のものと表式を合わせると,

∂M

∂t
= −vr · ∇M + ρ−1

0 ∇·F (3.14)

となり,論文で用いられていた式を導出できた.

ここからは, エリアッセン-パームフラックスの温度を用いた表現を求める. 現在のエリ
アッセン-パームフラックスの表式は,

F (φ) ≡ ρ0a cosφ(ūz v′θ′/θ̄z − v′u′) , (3.15a)

F (z) ≡ ρ0a cosφ[{f − (a cosφ)−1(ū cosφ)φ}v′θ′/θ̄z − w′u′] (3.15b)

である. まず, 温位と温度の関係式の従属変数を平均場と擾乱場に分けて, 再度平均を取
ると, (

θ̄ + θ′
)
=
(
T̄ + T ′) eκz/H

θ̄ = T̄ eκz/H (3.16)

θ′ = T ′eκz/H . (3.17)

よって,

θ̄z =
(
T̄ eκz/H

)
z

= T̄ze
κz/H + T̄ κH−1eκz/H

=
(
T̄z + T̄ κH−1

)
eκz/H . (3.18)

そして,式 (3.6c)と, κ = R/cp より,

T̄ κH−1 =
(
T̄RH−1

)
c−1
p

= Φ̄z/cp . (3.19)

Φ̄z = g とすると,
T̄ κH−1 = g/cp = Γ . (3.20)

ただし, Γ は乾燥断熱減率である. そして, S = T̄z + Γ とすると,

θ̄z = Seκz/H . (3.21)
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また,

v′θ′ = v′T ′eκz/H

= v′T ′eκz/H . (3.22)

式 (3.21), (3.22)より, F (φ) は,

F (φ) ≡ ρ0a cosφ(ūzS
−1v′T ′ − v′u′) . (3.23)

また,絶対渦度の垂直成分 ζa は,

ζa = f + (∇×v) · k

= f + (a cosφ)
−1

v̄λ − (a cosφ)
−1

(ū cosφ)φ

= f − (a cosφ)
−1

(ū cosφ)φ . (3.24)

よって,式 (3.21), (3.22), (3.24)より, F (z) は,

F (z) = ρ0a cosφ[ζaS
−1v′T ′ − w′u′] . (3.25)

最後にここで,４つの変数を定義する.

fφv ≡ −v′u′ cosφ , (3.26)

fφT ≡ ūzS
−1v′T ′ cosφ , (3.27)

fzw ≡ −w′u′ cosφ , (3.28)

fzT ≡ ζaS
−1v′T ′ cosφ . (3.29)

すると,エリアッセン-パームフラックスは,

F (φ) = ρ0a (fφv + fφT ) , (3.30a)

F (z) = ρ0a (fzw + fzT ) (3.30b)

となり,論文でのエリアッセン-パームフラックスを導出できた.
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第 4章

波を記述する方程式

この章では，Andrews et al. (1987)と Longuet-Higgins (1968)を参考に波とそれを記述す
る方程式についてまとめる [1, 10]．

4.1 ラプラスの潮汐方程式の導出

4.1.1 基礎方程式

出発する基礎方程式は以下である．

Du

Dt
−
(
u tanφ

a
+ f

)
v +

Φλ

a cosφ
= X , (4.1a)

Dv

Dt
+

(
u tanφ

a
+ f

)
u+

Φφ

a
= Y , (4.1b)

Φz = H−1Rθe−κz/H , (4.1c)

uλ + (v cosφ)φ
a cosφ

+
(ρ0w)z
ρ0

= 0 , (4.1d)

Dθ

Dt
= Sq . (4.1e)

これは Andrews et al. (1987)の式 (3.1.3a)-(3.1.3e)である.
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この式では,経度・緯度・圧力座標系 (λ, φ, z) 20 )を用いていて,変数は, uは流体の経度方
向の速度 (東が正) , vは流体の緯度方向の速度 (北が正) , wは流体の鉛直方向の速度 (鉛直
上方が正) , θ = Teκz/H は温位, T は温度, Φは重力ポテンシャル, ρ0(z)は参照密度, X は
λ方向の摩擦項, Y は φ方向の摩擦項, Sq = Q̇/cpe

κz/H は非断熱加熱項, Q̇は単位質量あ
たりの断熱加熱率であり,以降 J と表記する.

また,定数は, aは惑星半径, f = 2Ω sinφはコリオリパラメータ, Ωは自転角速度 (自転方
向が地球と逆ならば，負の値をとる), H は平均スケールハイト, Rは気体定数, κ = R/cp,

cp は定圧モル比熱である. また, 添え字の λ, φ, z はその変数による偏微分を表している.

ここでは，簡単のために H を定数と考えている．

4.1.2 帯状平均流に対する線形化された擾乱

基本場の流れとして，定常かつ経度対称な東西流を考える．
ある変数 xの基本状態を x̄0 と表すと，ū0 = ū0(φ, z), v̄0 = w̄0 = 0となる．
また，基本場では定常外力なしと仮定する．よって X̄0 = 0, Ȳ0 = 0とする．すると，式
(4.1)より基本場が満たす式は

Dū0

Dt
+

Φ̄0λ

a cosφ
= 0 , (4.2a)(

ū0 tanφ

a
+ f

)
ū0 +

Φ̄0φ

a
= 0 , (4.2b)

Φ̄0z = H−1Rθ̄0e
−κz/H , (4.2c)

Dθ̄0
Dt

= S̄q0 . (4.2e)

ここで，Dū0/Dt = 0より21 )，式 (4.2a)は，

Φ̄0λ = 0 , (4.3)

20 ) ここで,標準参照気圧 ps を用いて,

z ≡ −H ln(p/ps)

21 )

Dū0

Dt
= ū0t + ū0ū0λ + v̄0ū0φ + w̄0ū0z

= 0

である．

2026年 3月 30日 (小野寺玲旺)



金星スーパーローテーションの理解のための基礎知識：TEM方程式と熱潮汐波 42

つまり，Φ̄0 には λ依存性がなく Φ̄0(φ, z)となる．また，式 (4.2c)より，θ̄0 も λ依存性
がなく θ̄0(φ, z)となる．すると，式 (4.2e)より，S̄q0 = 0となる22 )．

式 (4.2b), (4.2c)を用いて Φ̄0 を消去すると，(
f +

2ū0 tanφ

a

)
∂ū0

∂z
=

−R

aH

∂θ̄0
∂φ

e−κz/H =
−R

aH

∂T̄0

∂φ
. (4.4)

ここで，各従属点数を無次元振幅パラメータ α ≪ 1を用いて以下のように展開する．

u = ū0 + u′ +O(α2) , (4.5)

v = v′ +O(α2) , (4.6)

w = w′ +O(α2) , (4.7)

Φ = Φ̄ + Φ′ +O(α2) , (4.8)

θ = θ̄ + θ′ +O(α2) . (4.9)

ただし，擾乱項 u′, v′, w′,Φ′, θ′ は O(α)である．すると，式 (4.1)は

D̄u′ + [(a cosφ)−1(ū0 cosφ)φ − f ]v′

+ ū0zw
′ + (a cosφ)−1Φ′

λ = X ′ , (4.10a)

D̄v′ + (f + 2ū0a
−1 tanφ)u′ + a−1Φ′

φ = Y ′ , (4.10b)

Φ′
z = H−1Rθ′e−κz/H , (4.10c)

(a cosφ)−1[u′
λ + (v′ cosφ)φ] + ρ−1

0 (ρ0w
′)z = 0 , (4.10d)

D̄θ′ + a−1θ̄0φv
′ + θ̄0zw

′ = S′
q (4.10e)

となる23 )．ただし，X̄0 = Ȳ0 = 0であり，

D̄ ≡ ∂

∂t
+

ū0

a cosφ

∂

∂λ

である．

22 ) 各変数の基本状態は，φ, z のみの変数なので，
Dθ̄0

Dt
= θ̄0t + ū0θ̄0λ + v̄0θ̄0φ + w̄0θ̄0z

= v̄0θ̄0φ + w̄0θ̄0z

= S̄q0

となり，v̄0 = w̄0 = 0より，S̄0 = 0である必要がある．
23 ) 導出は C.1節を参照．
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4.1.3 静止した球殻大気への波動擾乱

次に，回転する惑星に対して静止している成層球殻大気について考える24 )．

まずは，ū0 = 0とする．すると，式 (4.4)より， θ̄0φ = 0となる．また，式 (4.10c)を用
いて式 (4.10e)から θ′ を消去すると

D̄θ′ + θ̄0zw
′ = R−1Heκz/HΦ′

zt + θ̄0zw
′

= S′
q . (4.11)

ただし，添え字の tは時間に関するオイラー微分を表す．ここで，
浮力振動数 N2(z) ≡ H−1Rθ̄0ze

−κz/H と S′
q = J ′/cpe

κz/H ，κ = R/cp より

R−1Heκz/HΦ′
zt + θ̄0zw

′ = S′
q ,

R−1Heκz/HΦ′
zt +N2HR−1eκz/Hw′ =

J ′

cp
eκz/H ,

Φ′
zt +N2w′ = κJ ′/H . (4.12)

よって，方程式系は

u′
t − fv′ + (a cosφ)

−1
Φ′

λ = X ′ , (4.13a)

v′t + fu′ + a−1Φ′
φ = Y ′ , (4.13b)

(a cosφ)
−1
[
u′
λ + (v′ cosφ)φ

]
+ ρ−1

0 (ρ0w
′)z = 0 , (4.13c)

Φ′
zt +N2w′ = κJ ′/H , (4.13d)

となる．

ここから 4.1.3節では，保存力のみが働く状況，つまり X ′ = Y ′ = J ′ = 0での解を考え
る．ここで，解を以下のように変数分離していく．

[u′, v′,Φ′] = ez/2HU(z)
[
ũ(λ, φ, t), ṽ(λ, φ, t), Φ̃(λ, φ, t)

]
(4.14a)

24 ) Andrews et al. (1987)では，
「回転する惑星に対して静止している成層球状大気が微小な擾乱を受けると,重要な種類の波動運動が生じ
る. このような系の研究は 19世紀初頭にラプラスによって始められ,大気の挙動に関する多くの知見をも
たらした. 特に,これは潮汐の理論 (Andrews et al. (1987)の 4.3節)と全球ノーマルモード (Andrews et al.
(1987)の 4.4節)の基礎をなしている. 」
とあり，この波の章における重要な式も記述することができる．
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および
w′ = ez/2HW (z) w̃(λ, φ, t) . (4.14b)

ただし，U は無次元，W は [m], ũ, ṽ は [ms−1], Φ̃は [m2s−2], w̃ は [s−1]の次元を持つ．

式 (4.14a)を式 (4.13a), (4.13b)に代入すると，X ′ = Y ′ = 0より

ũt − fṽ + (a cosφ)
−1

Φ̃λ = 0 , (4.15a)

ṽt + fũ+ a−1Φ̃φ = 0 . (4.15b)

式 (4.14a)を式 (4.13c)に代入すると

(a cosφ)
−1

ez/2HU
[
ũλ + (ṽ cosφ)φ

]
+ ρ−1

0 w̃
[
ρ0e

z/2HW
]
z
= 0 ,

(a cosφ)
−1

ez/2HU
[
ũλ + (ṽ cosφ)φ

]
+ρ−1

0 w̃
[
−ρ0e

z/2HW/H + ρ0e
z/2HW/2H + ρ0e

z/2HWz

]
= 0 ,

(a cosφ)
−1

ez/2HU
[
ũλ + (ṽ cosφ)φ

]
+ w̃ez/2H

[
Wz −

W

2H

]
= 0 ,

U (a cosφ)
−1
[
ũλ + (ṽ cosφ)φ

]
+

(
Wz −

W

2H

)
w̃ = 0 . (4.16a)

式 (4.14a)を式 (4.13d)に代入すると，J ′ = 0より

Φ̃te
z/2H

[
Uz +

U

2H

]
+N2ez/2HWw̃ = 0 ,(

Uz +
U

2H

)
Φ̃t +N2Ww̃ = 0 . (4.16b)

式 (4.16a)について，U, (Wz −W/2H)は z 依存項， (a cosφ)
−1
[
ũλ + (ṽ cosφ)φ

]
, w̃は

λ, φ, t依存項であることより，z 依存項については

U =
dW

dz
− W

2H
(4.17a)
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となる25 )．式 (4.17a)を式 (4.16b)に代入すると，(
Wzz

�
�
�−Wz

2H�
�
�

+
Wz

2H
− W

4H2

)
Φ̃t +N2Ww̃ = 0 ,

−
(
Wzz −

W

4H2

)/
N2W = w̃/Φ̃t = (gh)−1 . (4.17b)

ただし，(gh)−1 は分離定数であり，等価深度26 )と呼ばれる量 hは長さの次元を持つ．す
ると，式 (4.17), (4.16a)より

(a cosφ)
−1
[
ũλ + (ṽ cosφ)φ

]
+ (gh)

−1
Φ̃t = 0 (B.15c)

が得られ，式 (4.17b)の両端の項から，
d2W

dz2
+

(
N2

gh
− 1

4H2

)
W = 0 (4.18a)

が得られる．
式 (4.15)はラプラスの潮汐方程式 (水平構造方程式)，式 (4.18a)は垂直構造方程式と呼ば
れる．この式の下方境界条件は以下のようになる27 )．

dW

dz
+

(
RT̄ (0)

gh
− 1

2

)
W

H
= 0 . (4.18b)

ここからは，ラプラスの潮汐方程式の解を求める．解の形として帯状波数 s (整数)と周期
2π/2Ωσ の正弦波形式

[ũ, ṽ, Φ̃] = ℜ
([

û(φ), v̂(φ), Φ̂(φ)
]
exp [i (sλ− 2Ωσt)]

)
(4.19)

を仮定する28 )．式 (4.15a), (4.15b)を û, v̂ について解くと

û =
[
2Ωa

(
σ2 − sin2 φ

)]−1
[
cos−1 φ · σsΦ̂ + sinφ · Φ̂φ

]
, (4.20a)

25 ) t, λ, φ, z は独立変数なので，変数分離をすると，
U

Wz − W
2H

= −
w̃

(a cosφ)−1
[
ũλ + (ṽ cosφ)φ

] = const.

となり，U と (Wz −W/2H)は比例関係にあると分かる．
そして，式 (4.17a)の比例定数が 1となっているのは，ここの値が何になったとしても最終的に hに包含
されてしまうためである．

26 ) 等価深度は，深さが hで一様な海洋と大気が力学的に等価なであることから名付けられた．
27 ) 導出は C.2節を参照．
28 ) σ は周波数 2day−1 に対して何倍の周波数を持つかを表す．つまり，日周成分は σ = −1/2，半日周成
分は σ = −1となる．ここにマイナスがつくのは，地表面から見て太陽は自転と逆方向に動くからであ
る．
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v̂ = −
[
2Ωa

(
σ2 − sin2 φ

)]−1
i
[
tanφ · sΦ̂ + σΦ̂φ

]
. (4.20b)

式 (4.20a), (4.20b)を式 (B.15c)に代入して整理すると，

L Φ̂ + γΦ̂ = 0 . (4.21a)

ここで γ ≡ 4Ω2a2/ghはラムのパラメータと呼ばれ,

L ≡ d

dµ

[
1− µ2

σ2 − µ2

d

dµ

]
− 1

σ2 − µ2

[
−s
(
σ2 + µ2

)
σ (σ2 − µ2)

+
s2

1− µ2

]
(4.21b)

は変数
µ ≡ sinφ (−1 ≤ µ ≤ 1)

に関する二階常微分作用素であり, sおよび σ に依存する29 ). 式 (4.21a)の境界条件は，Φ̂

が極において有界なことだ．sと σ が指定される場合，Φ̂は極において有界になり，整数
値 nに対して，固有値 γ

(σ,s)
n と固有関数 Θ

(σ,s)
n を

LΘ(σ,s)
n + γ(σ,s)

n Θ(σ,s)
n = 0 (4.22)

となるように求めることができる．この Θ
(σ,s)
n はハフ関数と呼ばれる．ハフ関数に関す

る図は以下である．

29 ) 導出は C.3節を参照．
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図 17: s = 1かつ正の固有値を持つ自転と逆方向の位相速度の波の分散関係．縦軸は σ，
横軸は γ− 1

2 = (gh)−
1
2 /2Ωaである． (Longuet-Higgins, 1968)
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(a)上： n = 1,下： n = 2 (b)上： n = 3,下： n = 4

図 18: s = 1かつ正の固有値を持つ自転と逆方向の位相速度の波の構造．縦軸が緯度，横
軸が振幅で，左上・左下・右上・右下と n = 1, 2, 3, 4である．複数線があるのは，それぞ
れ固有値 γ が 1, 10, 100, 1000の線である．

σ, s, nの値によっては，γ
(σ,s)
n は負になりえる．また，γ < 0を満たすモードの周波数は

全て
|σ| < 1 (4.23)

を満たす30 )．今後，s = −2σ を満たすときのハフ関数は Θ
(s)
n のように sのみを用いてあ

らわすこととする31 )．

そして，鉛直構造方程式の解を考える．波型の解を考えるために，0 < h < 4N2H2/g と

30 ) 証明はよく分からない．ハフ関数が数値的に解かれた関数なので，中身があまりよく分かっていないか
らである．

31 ) 特に s = 1のときは日周ハフ関数，s = 2のときは半日周ハフ関数と呼ばれる．
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する．そして，式 (4.18a)の解として，

W = Ŵ exp (imz) (4.24)

を仮定する．ただし，mは z 方向の波数である．これを式 (4.18a)に代入して(
−m2 +

N2

gh
− 1

4H2

)
Ŵ = 0 . (4.25)

これが常に成り立つには，係数が 0である必要があるため，mは

m =

√
N2

gh
− 1

4H2
. (4.26)

波長 λv に直すと，
λv = 2π

[
N2

gh
− 1

4H2

]−1/2

(4.27)

である．

4.2 熱潮汐波

ここでは，Horinouchi et al. (2020)で議論されている熱潮汐波についてまとめる．

4.2.1 熱潮汐波とは

熱潮汐波は太陽加熱によって励起される波である．太陽加熱は時間的に一定ではなく，夜
のときは当然 0であり，昼のときは日の出南中にかけて加熱量が増加しその後は日の入り
にかけて 0に近づいていくような挙動を見せる．そのため，この加熱は定常成分や日周成
分，半日周成分などを持つ．それゆえに，それに対する応答も定常モードや日周モード，
半日周モード，高周波数モードに分解できる．この応答が熱潮汐波に対応する．

地球での観測においては，半日周表面気圧変動が日周振動に対して大きくて規則的なこと
が知られている．これは太陽加熱の半日周成分と日周成分の中層・下層での応答を考える
と説明できる．強制される半日周振動の鉛直波長は 100km以上であり32 )，成層圏界面の

32 ) 何の物理量の話かが不明である．おそらく u, v,Φであろうと推測される．
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深層オゾン加熱領域で効率的に励起されてそれが地表面気圧変動として現れる．そして，
この加熱は規則的であり，その緯度構造がほぼ均一なので33 )，その応答も規則的になる．
一方日周振動の場合は34 )，北緯 30度から南緯 30度では鉛直波長が 24kmでオゾン加熱
によって鉛直方向に伝播するものの，30度以極域ではその励起領域付近で閉じ込められ
る．そのため，鉛直伝播モードは破壊されるように干渉し，閉じ込めモードは地表面に届
くことはない．その代わりに，対流圏の比較的浅い水蒸気加熱域は波を効率的に励起でき
る．しかしながら，これは空間的・時間的に断続的である．そのため，結果として起こる
地表面気圧変動も断続的となる．

4.2.2 古くから用いられている潮汐理論

ここからは，基本的に静止している大気に対する線形擾乱を考慮した潮汐理論についてま
とめていく35 )．したがって，式 (4.13)の方程式系を適切な熱強制項 κJ ′/H と共に使用す
る．力学的強制項または散逸項 X ′ および Y ′ は 0とする．移動性潮汐波のみを考えるこ
ととし，そのゆえに全ての変数が現地時間，緯度，高度のみに依存すると考える．たとえ
ば，J ′ = J ′(−λ− Ωt, φ, z)であり，−λ− Ωtは tをグリニッジ標準時としたときの経度
λの現地時間である36 )．また，J̄ は本来非ゼロであるが，帯状平均赤外線冷却によって相
殺されると仮定し，J̄ = 0と考える．

J ′ は周期的なので，フーリエ調和関数で展開すると，

J ′ = ℜ
∞∑
s=1

J (s)(φ, z)eis(−λ−Ωt) (4.28)

となる．ここで係数 J (s) は放射光化学計算から既知であると仮定する37 )．次に，各
J (s)(φ, z)をハフ関数で展開していく．具体的には，日周ハフ関数 Θ

(1)
n で J (1) を，半日

周ハフ関数 Θ
(2)
n で J (2) を展開していく．式 (4.23)より，J (2) と違って J (1) では展開の

ときには負の等価深度を持つモードを考慮する必要がある．

33 ) 緯度構造の話がどのように関連しているかが分からない
34 ) この日周振動の場合の話がよく分かっていない．
35 ) この内容は Chapman and Lindzen (1970)などで提唱されている
36 ) 地球の場合は，λ+ Ωtとなる．地球は日付変更線を超えないならば東の方が，金星では西の方が時間が
早い．

37 ) この仮定は必ずしも正確ではない．例えば，太陽加熱を部分的に決定するオゾン分布は，加熱に対する
潮汐応答にある程度依存する．
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例として日周強制 J
(1)
n (φ, z)ei(−λ−Ωt) とそれに対する強制を考える．まず，

J (1)(φ, z)ei(−λ−Ωt) を以下のように記述する．

J (1)(φ, z) =
∑
n

J (1)
n (z)Θ(1)

n (µ) . (4.29)

ここで J
(1)
n は日周加熱を n番目の日周ハフ関数に投影したものになっている．これに対

応する応答として，ここでは例として鉛直速度 w(1)(φ, z)ei(−λ−Ωt) を考えることにする．
式 (4.14b), (4.29)からの推測から

w(1)(φ, z) =
∑
n

ez/2HW (1)
n (z)Θ(1)

n (µ) (4.30)

となると考えることができる．そしてここで式 (4.13)に戻り，X ′ = Y ′ = 0とし，すべて
のプライム付きの文字に ei(−λ−Ωt) の日周依存性を持たせる．そして，式 (2.13a,b)を用い
て日周速度振幅 u(1), v(1) を Φ(1) で表し，式 (4.13d)でそれらを w(1), J (1) で表現しなお
す．その後，式 (4.13c)にそれらを代入すると，z と µに関する偏微分方程式が得られる．
それを式 (4.29), (4.30)と Θ

(1)
n に対するラプラスの潮汐方程式 [式 (4.21a)参照]を用いて

書き直すと，µ依存性が分離されて以下のような不均一な鉛直構造方程式が得られる38 )．

d2W
(1)
n

dz2
+

[
N2

gh
(1)
n

− 1

4H2

]
W (1)

n =
κJ

(1)
n (z)e−z/2H

gHh
(1)
n

. (4.31)

この式は以下の均質な下方境界条件を伴う．

dW
(1)
n

dz
+

(
RT̄ (0)

gh
(1)
n

− 1

2

)
W

(1)
n

H
= 0 . (4.32)

ただし，h
(1)
n は n 番目の日周等価深度である．ここからは，上方境界条件について考え

ていく．高高度では鉛直伝播擾乱は放射条件に従う，つまり情報を下方ではなく上方に
伝達すると仮定する39 )．この放射条件は具体的には，ある高度 zupper 以上では群速度が
鉛直上方向きの擾乱のみが存在するということである． zupper 以上では強制力 J

(1)
n が

なくなり，平均温度 T̄ (z) が一定になると仮定する．つまり，T∞ ≡ T̄ (zupper) につい
て，N2 = RκT∞/H2 = gκT∞/HTs ≡ N2

∞ が一定となるようにする40 )．したがって，

38 ) 導出は C.4節を参照せよ．ただ，C.3節での証明の工程の順序が違うので，後ほど式の対応を考える．
39 ) この仮定は，平均的な大気条件では高高度における鉛直伝播擾乱の顕著な反射が生じないと暗に仮定す
るものである．

40 ) H ≡ RTs/g であり，Ts は定数参照温度である．
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z > zupper において式 (4.31)が

d2W
(1)
n

dz2
+

[
N2

∞

gh
(1)
n

− 1

4H2

]
W (1)

n = 0 (4.33)

となる．この式の解は括弧の中の符号が負か正かによって指数関数的か正弦関数的とな
る．負の場合，すなわち h

(1)
n < 0 または h

(1)
n > 4H2N2

∞/g = 4κHT∞/Ts ならば，減
衰解

W (1)
n ∝ exp

−

[
1

4H2
− N∞

gh
(1)
n

]1/2
z

 (4.34)

が当然選択されるべきとなり，これより z = zupper での上方境界条件を設定することが
できる．式 (4.14a), (4.17a), (4.18a)と ρ0 ∝ e−z/H を用いると，単位体積当たりの平均波
エネルギー 1

2ρ0(u
′2 + v′2 +Φ′2/N2)がこの解と共に減衰すると示せる41 )．正の場合，す

なわち 0 < h
(1)
n < 4H2N2

∞/g ならば，伝播解

W (1)
n ∝ eimz , (4.35a)

m = ±

[
N2

∞

gh
(1)
n

− 1

4H2

]1/2
(4.35b)

が存在することになる．ただし，mは鉛直波数である．単位体積当たりの波のエネルギー
はmの正負に関わらず z に依存しない．そこで，放射条件に従いmの正負は群速度の鉛
直成分 c

(z)
g ≡ ∂ω/∂mが正になるように決めなければならない．ただし，ω = 2Ωσ は周

波数である．よって，式 (4.35b)より，

c(z)g ≡ ∂ω

∂m

= 2Ω
∂σ

∂m

= 4Ωm
∂σ

∂m2

= 4Ωm

(
∂σ

∂h
(1)
n

)/(
∂m2

∂h
(1)
n

)
= −4Ωm

(
∂σ

∂h
(1)
n

)/(
N2

∞

gh
(1)
n

2

)
(4.36)

41 ) 証明は C.5節参照．
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となる．つまりは，mの符号は −∂σ/∂h
(1)
n と同じとなる．

図 17より，正の hでの自転と逆方向の位相速度において ∂σ/∂h
(1)
n > 0となるので，m

は負の符号を選べばよいと分かり，これより上方境界条件を設定することができる．

全く同様に w(2) についても考察できる42 )．

42 ) この詳細については Chapman and Lindzen (1970)で述べられている [2]．
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第 5章

まとめ

この論文では，SR の維持メカニズムに関する論文である Horinouchi et al. (2020) のレ
ビューと，その過程で必要となった TEM方程式と熱潮汐波に関する講読内容をまとめた．
まず TEM方程式とは，東西平均操作を行うときに単純な東西平均ではなく，熱的な効果
も加味した子午面循環である残差循環を用いた方程式系のことだということが分かった．
また，この方程式系を使うことでポテンシャル渦度の役割が強調されて渦の効果が考えや
すくなることも理解した．そして熱潮汐波とは，太陽加熱によって励起される波であり，
自転によって最加熱点が移動することで自転と逆方向に伝播する波であるということも学
んだ．この波は金星では東向き角運動量 (自転逆向き) を持ち，それを中緯度に輸送して
いることが分かった．VIRAやあかつきの UVI, LIRなどのデータを用いて金星の SRの
維持プロセスについて調査を行った論文である Horinouchi et al. (2020)では，TEM方程
式を用いて，熱潮汐波や残差循環，乱流等の SRへの寄与を調べ，その中で熱潮汐波が SR

の加速という重要な役割を担っていることを明らかにされた．しかしながら，Horinouchi

et al. (2020)の子午面循環は南北構造が単純化された非断熱加熱をもとに割り出されたモ
デルのため，子午面循環の寄与が本当に得られた通りなのかという問題点がある．他に
は，あかつきの IR2から得られた下部から中部雲層の風の信頼性の高いデータが得られず
解析に用いることができなかったため，下部から中部雲層の影響をあまり考えられていな
いという点についても考えなくてはならない．今後の課題としては，まずは Horinouchi

et al. (2020)を読み進め，SRの維持メカニズムについて理解していく．その後，金星につ
いて分かっていることを精査し，今後どのようなことを研究していくかについて考えてい
くつもりである．
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付録 A

Horinouchi et al. (2020) の全訳

この付録では，Horinouchi et al. (2020)の全訳を載せる [5].

どのようにして波や乱流が金星大気のスーパーローテーショ
ンを維持しているか

(Horinouchi et al., How waves and turbulence maintain the super-rotation of Venus’ atmo-

sphere. 2020, Science, 368, 405-409)

概要

金星は, その表面よりも 60 倍早い回転をする大気を持っている. その現象はスーパー
ローテーションとして知られている. 我々は, 回転の早さが最も速い金星の雲の層でスー
パーローテーションがどのように維持されているか調査するために,金星を周回している
あかつきという宇宙探査機からのデータを用いた. 熱的に誘起された緯度-高度循環は,回
転軸周りの角運動量分布を一様化するように働いている. スーパーローテーションの維持
には,その一様化の効果に対抗して,大気の波や乱流の効果が必要である. それらの影響の
うち, 熱潮汐波は角運動量を輸送していて, それらは低緯度の雲の最上層の近くで回転の
ピークを維持している. 他の惑星スケールの波や大規模乱流はその逆方向に働いている.

我々は流体力学的不安定が中緯度での角運動量分布を調節していることを提案する.

本文
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金星の厚い大気は,自転が遅い金星の速度の 60倍の速さで回転している. 金星表面は西
向きに 243 日で回転している (この文章中では, 1 日というのは地球の 1 日を指す). スー
パーローテーション (SR) の維持メカニズムは, 未だ明らかにされてはいない (Sánchez-

Lavega et al. 2017, Read and Lebonnois 2018). これは仮説検証のための観測的証拠が不十
分であることが理由の一つである.

SRは潮汐固定されている系外惑星でも起きうる. それらの天体は,公転する恒星に対し
て常に同じ面を向けていて, それ故に片側のみしか熱されていない. SRを含む, 回転軸周
りの東西流はそれらの天体の昼側から夜側に熱を輸送することが可能である (Showman

and Polvani 2011).

SR は, 回転軸周りの大気の角運動量 (AM) が波や乱流のような軸的に非対称な流れ
(渦) によって移動しない限り起きない. それらがなければ, 単位質量当たりの AM は極-

赤道間の温度差によって起きる緯度-高度循環 (子午面循環)によって均質化される (Hide

1969). 観測からの AM 輸送の推測が, Mariner 10(Limaye and Suomi 1981) や Pioneer

Venus Orbiter(Rossow et al. 1990, Limaye 2007)などの探査機によって撮られた雲の最上
層 (65-70kmの高度にある)の写真の特徴を追うことによって試みられた. しかし,そのサ
ンプリングによる証明は時間的にも空間的にも不十分なものであった.

大気大循環モデルを用いたシミュレーションでは, SR が生成されている (Yamamoto

and Takahashi 2003 (8), Takagi and Matsuda 2007 (9), Lee et al. 2007 (10), Lebonnois et

al. 2010 (11), Sugimoto et al. 2014 (12), Lebonnois and Sugimoto 2016 (13), Mendonça and

Read 2016 (14), Sugimoto et al.2019 (15)). それらのシミュレーションは, SRは潮汐波 (9,

11, 13, 14)やほかの波 (8, 10-15)を介した AM輸送によって実現されることを示した. そ
れらの波のいくつかは流体力学的不安定 [例えば順圧 (10, 12-14)や傾圧 (12, 13, 15),ロス
ビー-ケルビン不安定 (14)など]や乱流の渦 (15)によって起こる. それらの効果それぞれ
の寄与度は,モデルごとに異なる.

AM の収支は次の式で記述できる. この式は気象学の分野では, Transformed Eulerian

Mean(TEM)方程式として知られている.

∂M

∂t
= −vr · ∇M + ρ−1

0 ∇·F . (1)

ただし, M は単位質量あたりの帯状平均 (同緯度円上の平均)AM(SRは西方向で負), F は,

Eliassen-Palmフラックスと呼ばれる AMの流束の符号を変えたもの, vr ≡ (0, vr, wr)は
子午面循環の平均速度で残差循環と呼ばれている. vr は北方向の速度, wr は鉛直方向の速

2026年 3月 30日 (小野寺玲旺)



金星スーパーローテーションの理解のための基礎知識：TEM方程式と熱潮汐波 58

度である43 )(16). 上の方程式は,定常状態では渦による AMの輸送量 ρ−1
0 ∇·F と子午面循

環による AMの輸送量 −vr · ∇M がつりあっている. 金星では, |M |が赤道付近の雲の最
上層の高度で最大に到達している (Schubert et al. 1980, Kerzhanovich and Limaye 1985).

この最大の AMの維持にはそこへの渦による AMの輸送が必要となる.

我々はまず, 平均子午面循環とその効果に関する調査を行った. 風の観測から直接循環
を測定することは地球の大気でさえ難しい. 金星では,最も信頼できる推定は,太陽放射と
熱放射の観測に基づくものであり,それは我々が構築したモデルから得られた (16). wr と
vr の結果は赤道域の雲上層での数ミリメートル毎秒の上昇と,中緯度帯の雲上部付近での
∼ 1ms−1 の極方向の流れをそれぞれ示した. 我々は理想的な帯状風 (東方向の速度成分)

構造をモデルに導入した. 赤道付近の雲の層の上昇流は AMのピークが存在する赤道付近
の雲の上層域の SRを ∼ 1ms−1day−1 で減速させるように働いている. それは渦による加
速によって補われるべきである.

43 ) 元々の文では, wr は westward velosityと書いてあるが,おそらく鉛直方向の間違いであると思われる.
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図 19: 太陽加熱から得られた子午面循環の理想モデル計算と理想化された帯状角運動量の
移流による加速. (A)は下向きの全球平均太陽放射フラックス F . (B)は φmax = 38.2◦ で
の太陽加熱から得られた質量流線関数 χである44 ). 破線は補間した領域を,青い点線は高
度 74kmでの値を示している. (C)では,黒い等値線が χの半球構造を (流れる方向は赤い
矢印で概略的に示されている),灰色の破線の等値線は高度 40kmから 90kmの間の理想的
なM を, 色のグラデーションは高度 50km から 80km の間での移流による帯状流の加速
−(a cosφ)−1vr · ∇M を示している. (D)では,黒い線は φmax での vr を,青い線は赤道で
の wr を示している. また,太い線は高度 50kmから 80kmの間の値を強調している. 原図
は Horinouchi et al. (2020)の図 1である．また，この図は本文の図 5と同じである．

中緯度から高緯度帯では, ∼ 65kmより上では −vr · ∇M の項による減速が, その下で
は加速が起きている. 我々は, 循環によって必然的に生じる流体力学的不安定がそれらの
減速加速を補うと予期し (Iga and Matsuda 2005, Takagi and Matsuda 2006),我々は中緯度
から高緯度帯での AM分配が多かれ少なかれ自発的に起こるだろうと推測した.

44 ) この φmax は未定義である.
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我々はさらに,金星探査機のあかつきから得られたデータを用いて制約条件を見出した.

我々は 2015年 12月と 2018年 12月の間のデータを分析した. その期間は 5つに分けら
れていて, それぞれ開始日が 2015 年 12 月 7 日, 2016 年 9 月 21 日, 2017 年 4 月 21 日,

2017年 12月 1日, 2018年 6月 16日で,その終了日は 2018年 12月 7日である. データ
の品質管理を行い雲を追跡する方法を用いて (Ikegawa and Horinouchi 2016, Horinouchi

et al. 2017),我々はあかつきの Ultraviolet Imager(UVI)(Yamazaki et al. 2018)の 283nmと
365nmのものを用いて風分布の推測を行った. 我々は雲の上層付近の 1000km四方の領域
における水平速度を 4時間の時間解像度で求めた (16)(不確実性は図 7Aに示されている).

283nm での結果は, 365nm での結果よりもわずかに (おそらく数キロメートルほど) 高い
高度の風をとらえている (Horinouchi et al. 2018).

Eliassen-Palmフラックスの南北成分 Fy は,おそらく fyv ≡ −⟨u∗v∗⟩ cosφの項に支配
されている. ただし, u, v はそれぞれ東西風と南北風を示し,角括弧とアスタリスクはそれ
ぞれ東西平均とそれからの偏差を表す. 我々は,地方時 τL ,緯度 φ ,時間 tにもとづく座標
系を用いた. ただし,地方時 τL は対日点を基準に 0から 24時を緯度に割り当てて定義さ
れている. この系で時間的に平均化した風 (ū, v̄) は, 時間的にかつ東西方向に平均化した
風 (u0, v0) と熱潮汐に関連付けられた流れ (ut, vt) で構成されている. 3 年のデータから
の平均風は図 7に示されている.
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図 20: 雲頂での熱潮汐波と時間変化する乱流による子午面 AM フラックスとその発散，
そして潮汐熱フラックス. (A)２ ˜５番目の期間で ⟨utvt⟩ cosφを平均することで得られた
平均潮汐フラックス (太線 : 赤は 283 nmの場合 ;青は 365 nmの場合を示す). １番目の期
間が除かれているのは，地方時の範囲が u0 を推定するには短すぎるためである. 影領域は
各期間における標準偏差を示す. 細実線は期間全体の結果を示す. (B) (A)と同様だが, ５
つの期間から得られた ⟨u′v′⟩ cosφ . u′ と v′ の間の誤差共分散に起因する偏りは取り除か
れている. 点線は,日平均風 (u#, v#)から得られたフラックスである. (C) (A)と (B)にお
ける,熱潮汐波の加速量 (−∂⟨utvt⟩ cos2 φ

a cos2 φ∂φ ;実線)と時間変化する乱流 (−∂⟨u′v′⟩ cos2 φ
a cos2 φ∂φ ;破線)

の子午面 AM フラックス収束による帯状加速量. 点線は緯度方向に 1:2:1 の平滑化 45 )を
行った後の共スペクトルから得られたロスビー波の加速量である. 色は (A) と同様であ
る. (D)５つの期間における, 365nmで得られた vt を用いた ⟨vtTt⟩1 から得られた昼側潮
汐による平均潮汐熱フラックス (太実線)46 ). 影領域は各期間における標準偏差を示す. 細
実線は期間全体から得られたものである. (E) (D)と同様だが, fzT1 ≡ ζaS

−1⟨vtTt⟩1 cosφ
の場合である (図 7 B の絶対渦度と安定性 S = 8 × 10−3Km−1 を用いている). 原図は
Horinouchi et al. (2020)の図 2である．また，この図は本文の図 12, 16と同じである．
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我々は, 各期間の UVI 画像の観測により得られた (ū, v̄) から, モデルから推定された
(u0, v0)を引くことによって (ut, vt)を推定した (16). その結果得られた潮汐 AMフラッ
クス ⟨utvt⟩ cosφ は図 12A で示されている. 得られた潮汐 AM フラックスは, 北半球 (南
半球)で正 (負)である. このことより, 両半球にて赤道方向への西向き AM輸送が起きて
いることが示された. 異なる期間における我々の結果の一貫性は (図 12A),我々の推測の
確からしさを論証するものとなっている. 潮汐子午面 AMフラックス収束は南緯 20度と
北緯 20度の間の SRを加速させる. これはピーク値にして, 365 nm (283 nm )の場合にお
いて -0.6 (-0.9) ms−1day−1 もの値となっており,これは西向きの SRの加速をもたらして
いる (図 12C).この推論は u0, v0 によっている. そこで,我々は推論の確からしさを確かめ
るため感度研究を行った (16)(図 10,図 11)ものの,いくつかの不確かさが残っている (16).

熱潮汐波は東方向の AMを輸送しており47 ),そのため我々の結果は,低緯度で大きい太陽
加熱による,潮汐波生成における作用反作用の法則と矛盾していない.

我々は次に, 熱潮汐波ではない時間変化する運動による AM 輸送を調査した. 我々は
(u′, v′) ≡ (u− ũ, v− ṽ)を用いた. ただし, (ũ, ṽ)は,ある τL, φにおける (u, v)の ± 15日
での平均値である. 図 12Bでは, u′ と v′ の誤差共分散を用いて誤差の分散の効果を取り除
いた AM フラックス ⟨u′v′⟩ cosφ (実線) が示されている (16)(図 9). 誤差の分散を取り除
く前では,誤差共分散が AMフラックスを 1.5倍に増幅していた. しかしながら,この効果
は ⟨u#v#⟩ cosφに対してとても小さい (16)48 ) . ただし, (u#, v#)は各 τL, φにおける日
平均によって滑らかにされた (u′, v′)である. UVIは決まって各日の 16時間ほど動作する
ため, 日平均をとることは SRの影響で数千キロメートルにわたって風を平均することに
対応する.

得られた AMフラックス (図 12B)は熱潮汐波によって生まれるものと反対向きである
(図 12A). 各期間の一貫性がまたもや我々の方法の確からしさを示した49 ). 潮汐の場合と
は違って,両方の波長で定量的に一貫した結果が得られ,それは潮汐加速よりも弱い SRの

3 ) 1:2:1の平滑化とは,ある座標と隣接座標に対して 1:2:1の重みを用いた平滑化を指していると思われる.
46 ) ⟨vtTt⟩1 の添え字の 1は意味不明である.
47 ) 太陽直下点では大気の温度が上昇し,大気の膨張が起きる. すると,そこから周囲への圧力傾度力が発生す
る. この領域が自転逆向き (東方向)に移動するため,結果的に熱潮汐波は東向き AMを持つと考えられる.

48 ) 元々はこの後に,「ただし, (u#, v#)は各 τL, φにおける日平均によって滑らかにされた (u′, v′)である.
」とあったが,意味が不明だったので削除している. u# は日平均値, u′ = u− ũであり,定義が全く違う.
→おそらく解決
第 2章や Horinouchi et al. (2020)の Supplementary Materialsに詳しく載っている．

49 ) この根拠がよく分からない.
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減速を示唆している (図 12C). (u#, v#)によって計算された AMフラックスは, (u′, v′)に
よって計算された AMフラックスよりわずかに弱い. これは, AMフラックスの小さい摩
擦が高周波数帯 (2 日よりも短い期間) か, 小さいスケールで存在することを示唆してい
る50 ).

図 21: 風の擾乱場の例 (365nm)と対応するスペクトル. 2017年 1月 7日から 10日まで
の期間での風の時間変動成分 (u#, v#) (矢印 ; u# > 0ならば赤である)と絶対渦度 (色の
トーン) . 一日当たり 90度ずつずらして重ねている. (B)２ ˜４番目の期間で u# のパワー
スペクトル (色のトーン ;白い等値線は 500m2s−2day). 横軸には,ある地方時 (LT, τL : 対
応する地面を基準とした時間. 単位は day)で観測された振動数と,乱流の帯状波数が１で
あり西方向に動くときの赤道 (EQ)での帯状伝播速度の両方が示されている. (C) (B)と同
様だが, u# と v# 共スペクトルの場合である (白い等値線は 20m2s−2day間隔である). 原
図は Horinouchi et al. (2020)の図 3である．また，この図は本文の図 13と同じである．

次に,我々は時間変化する乱流の性質と AM輸送におけるその役割を考えた. 図 13Aで

50 ) 本当に示唆している？？？
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は, (u#, v#)を用いた乱流の空間的分布と, (u# + ũ, v# + ṽ)を用いて計算された絶対渦
度の例を示している. 1 日に 90 度ずつ経度方向にずらした平均操作を行う. これにより
SRによる移流の効果をおおむね取り除くことができる. さらなる例は図 23, 24に示され
ている. 日を跨ぐような滑らかな変化は全体的な時間変化が遅いことを示している. u#

の分布は,様々な帯状波数 (経度方向のラジアン単位での波数)の中で波数が 1の波 (すな
わち一つの波が緯円を満たしていて, これはロスビー波と一致している. Kouyama et al.

2013, Imai et al. 2019参照)が支配的であることを示唆している. 得られた u# のパワース
ペクトルは図 13B に示されている. これは, 振動数 0.2day−1 付近 (地面基準時で 5.2day

周期)で最大に達している. 位相が π/2遅れて発生するクロススペクトルの虚部 (図 14C)

もまたロスビー波構造と一致する. 図 13Bの 0.24day−1 の部分 (地面を基準とする時間で
4day に対応している) に表れた２番目のスペクトルのピークは, ケルビン波と一致する.

(Kouyama et al. 2013, Imai et al. 2019). 赤道から離れる v# における同等のシグナル (図
14B)は,純粋なケルビン波を含まないずれが示されている.

波に加えて,乱流のような動きが図 13A (そして,図 23)に表れている. 北緯 30度付近の
絶対渦度の非単調な変化は, 乱流を発生させるような大きな動きを示している. 曲がりく
ねった (多くは赤道を超える)流れは,絶対渦度勾配が不連続に変化する赤道では強い. そ
してこの流れはロスビー波の単純な重ね合わせでは表現しがたい. それらの流れは重力波
にも似ていない. すなわち, 我々はいくつかの部分における一時的な風の不安定は水平方
向の乱流によって起こると結論付けた.

u# と v# のクロススペクトルの実部よりある周波数における相互相関を取り除くこと
ができる (図 13C)．共スペクトルの振動数依存性は，北緯 20◦ 以北と南緯 20◦ 以南でお
およそ似通っていた．二つのランダムなシグナルの共スペクトルは正か負に等しく確から
しかった．そのため，このことは偶然の一致やノイズでは説明できない．共スペクトルよ
り，ロスビー波周期 (周波数が 0.1888-0.2222 day−1 )の子午面 AMフラックスへの寄与
と計算された (図 12C)．少なくとも南緯 30 度と北緯 30 度の間では，これはただの AM

輸送の小さい摩擦である．ケルビン波の寄与はさらに小さい．したがって我々は広範な周
波数にわたる鉛直乱流は (波と一緒で) SRを減速させている．この考えは，乱流の AM輸
送が SRを加速させているというかつての予測 (子午面循環の AM輸送と乱流の AM輸送
が互いにバランスするいわゆる古典的ギーラッシュ-ロスビー-ウィリアムズ機構)と逆で
ある (1, 27, 28)．

我々は F の鉛直成分 Fz ∝ fzw + fzT (fzw, fzT はそれぞれ ⟨u∗w∗⟩, ⟨v∗T ∗⟩ に比例し
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ている (16))に関するさらなる調査を行なった．ただし，w は鉛直速度である．我々はあ
かつきの中間赤外カメラ (LIR)から得られた輝度温度より，熱潮汐波の日周成分 (すなわ
ち東西波数 1 ) による子午面熱フラックス ⟨vtTt⟩ ∝ fzT を推定した (16)．これより潮汐
熱フラックスは極方向であることが示された (図 16D)．中緯度帯から高緯度帯では日周
潮汐はロスビー波によって支配される (29)．理論的にはロスビー波の Fz 成分は fzT が支
配的であるため，日周潮汐熱フラックスの推定結果は鉛直下方への波による負の AM 輸
送を示している (図 16E)．中緯度ではその典型的な大きさは 1 × 10−2m2s−2 である．こ
れより推定される加速は ∼ 0.1ms−1day−1 であるため (この値は潮汐的に励起された fzT

の鉛直収束が 10km 以上の高さスケールで起こる場合のものである)，この効果は小さい
といえる．

全ての熱潮汐波の半日周成分 (すなわち東西波数 2)と低緯度での日周潮汐の一部は重力
波により支配される (29)．それらは AMをその勾配上方に輸送すると予期されている (9,

30)．それは fzw に支配されており鉛直速度を含むため，重力波と関係している Fz の観
測的推定は行えない．我々は代わりに大きさのオーダーの推定を行ない (16)，∂Fz

∂z に関
連付けられた加速が ∼ 1ms−1day−1 かそれより小さいと分かった．それゆえ，潮汐鉛直
AM輸送は低緯度での SRの加速に水平輸送と同じ程度に寄与しうる．

あかつきのデータによって，熱潮汐波・惑星規模のロスビー波・他の時間変化する擾乱
による水平 AM輸送の推定ができた．熱潮汐波は西方向の AMを赤道方向に輸送し，子
午面循環による均一化に対抗して SRを維持している．他の運動は低緯度では逆方向に働
いている．我々は熱潮汐波による鉛直 AM 輸送も推定した．雲層での SR の維持を決定
づける AMバランスは図 22で概略的に説明されている．
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図 22: 金星の雲層における提案された AMバランスの概略的説明．(A)この研究で求めら
れたか推定されたプロセス．(B) (A)と同様だが，我々の提案する説明が増えている．波
打った矢印は SR の負の AM の渦輸送を示す．それらには，我々が求めたか推定した輸
送プロセスには trというラベルがつき，(B)ではこの論文で提案された輸送プロセスには
tr? というラベルを付けてある．それらの太さは大まかに，AM輸送に対する相対的な寄
与を表す．シアンの曲がった矢印は AM を均一化させるように働く平均子午面循環を示
す．曲がった点線は循環に対する予期された寄与である (16)．背景は雲層 (ペールオレン
ジの部分)と，理想化された ⟨u⟩(黒の等値線，[m/s] )・M (赤の等値線，[m2/s] )の分布を
示す．原図は Horinouchi et al. (2020)の図 4である．

我々は，SR の維持メカニズムは非古典的ギーラッシュ-ロッソー-ウィリアムズシナリ
オのものである (1)．これは古典的なものに潮汐波による AM輸送を含めて拡張させたも
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のである．
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図 23: 非定常風擾乱の空間分布および時間発展の例．(A-C) 2017年 1月 7日―18日およ
び (D-F) 2017年 7月 30日―8月 10日にわたる日平均非定常風 (u#, v#)（u′ > 0の場合ベ
クトルは赤色で着色；右下余白にms−1単位でスケールを表示）．絶対渦度（色のトーン）．
経度は τL に基づいており，1 日あたり 90◦ ずらされている．左端から 360◦ の位置を
示すために鉛直な点線が示されている．原図は Horinouchi et al. (2020)の Supplementary

Materialsの図 S6である．
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図 24: 非定常風擾乱の空間分布および時間発展の例．図 23と同様だが，v# についてであ
る．原図は Horinouchi et al. (2020)の Supplementary Materialsの図 S7である．
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付録 B

補足：TEM 方程式

この付録では Andrews et al. (1987)と Vallis (2006)を参考に TEM方程式についてまとめ
ている [1, 17]．

B.1 式 (3.1)の導出

この節では,式 (3.1)の導出を行う.

Andrews (1987) での最初の方程式を導出する. 出発する方程式系は以下のナビエ-ストー
クス方程式である.

ここでは, ある惑星上において, 東西方向, 南北方向, 鉛直方向を (x, y, z) とする直交座標
系を用いる. それぞれ,東方向,北方向,鉛直上方が正である. このとき,天体の自転角速度
ベクトル Ωは,緯度 φを用いて Ω = (0,Ωcosφ,Ωsinφ)と表せられる.

ρ0

(
Dv

Dt
+ 2Ω× v

)
= −∇p− ρ0∇Φ+ ρ0F , (B.1)

∂ρ0
∂t

+∇·(ρ0v) = 0 , (B.2)

Dη

Dt
=

1

T
Q̇ . (B.3)

この式は連続の式以外は, Vallis (2006)での導出の初めの部分と同じで,密度が参照密度に
なっているものである. 変数はそれぞれ, ρ0(z) は参照密度, v は流体の速度, p は圧力, Φ
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は重力ポテンシャル, η は比エントロピー (単位質量当たりのエントロピー), T は温度, Q̇

は単位質量あたりの加熱率, F = (X,Y, Z)は摩擦項である.

まずは,座標系を変えていく. 水平方向には,緯度と経度 (φ, λ)をとる. 鉛直座標は,地表面
気圧 ps を用いて,

z ≡ −H ln(p/ps) (B.4)

を用いる51 )52 ). それぞれのスケール因子 (h(λ), h(φ), h(z)) = (a cosφ, a, 1)を用いて,勾配
と発散について考える. ただし, aは惑星半径である.

すると,あるスカラー量 f ,ベクトル量A = (A(λ), A(φ), A(z))を用いて,勾配と発散は

∇f =
1

h(λ)

∂f

∂λ
+

1

h(φ)

∂f

∂φ
+

1

h(z)

∂f

∂z

=
1

a cosφ

∂f

∂λ
+

1

a

∂f

∂φ
+

∂f

∂z
, (B.6)

∇·A =
1

h(λ)h(φ)h(z)

(
∂ [h(φ)h(z)A(λ)]

∂λ
+

∂ [h(λ)h(z)A(φ)]

∂φ
+

∂ [h(λ)h(φ)A(z)]

∂z

)
=

1

a2 cosφ

(
∂ [aA(λ)]

∂λ
+

∂ [a cosφA(φ)]

∂φ
+

∂ [a2 cosφA(z)]

∂z

)
=

1

a cosφ

(
∂A(λ)

∂λ
+

∂ [cosφA(φ)]

∂φ

)
+

∂A(z)

∂z
(B.7)

と表せる.

ただし,これからは, λ, φ, z による偏微分を添え字によって示す.

そして,惑星中心からの距離 r を用いて幾何学的高度 z∗ ≡ r − aを定義し,それを用いて
静水圧平衡

dp

dz∗
= −ρ0g (B.8)

を仮定する. ただし,重力加速度 g は定数である.

まずは,運動方程式の水平成分から始める. 式 (B.1)の各項について考える. 左辺第一項は,

λ, φ, z 方向の単位ベクトル e(λ), e(φ), e(z) を用いて,

Dv

Dt
=

Du

Dt
e(λ) +

Dv

Dt
e(φ) +

Dw

Dt
e(z) + u

De(λ)

Dt
+ v

De(φ)

Dt
+ w

De(z)

Dt
(B.9)

51 ) この式の逆関係式は,
p = pse

−z/H (B.5)

である.
52 ) 鉛直方向が,距離ベースから圧力ベースに代わったが,特に操作をしなくても導出自体はできた. だが,こ
れでいいかは分からん. MADには,地表面付近以外ではその差はおおむね無視できるとある.
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となる. ここで,

De(λ)

Dt
=

Dλ

Dt
(− cosφ · e(z) + sinφ · e(φ))

=
u

a cosφ
(− cosφ · e(z) + sinφ · e(φ))

= −u

a
e(z) +

u tanφ

a
e(φ) , (B.10)

De(φ)

Dt
= −Dφ

Dt
e(z) − Dλ

Dt
sinφ · e(λ)

= −v

a
e(z) − u

a cosφ
sinφ · e(λ)

= −v

a
e(z) − u tanφ

a
e(λ) , (B.11)

De(z)

Dt
=

Dφ

Dt
e(φ) +

Dλ

Dt
cosφ · e(λ)

=
v

a
e(φ) +

u

a cosφ
cosφ · e(λ)

=
v

a
e(φ) +

u

a
e(λ) (B.12)

より53 ),

Dv

Dt
=

(
Du

Dt
− uv tanφ

a
+

uw

a

)
e(λ)+

(
Dv

Dt
+

u2 tanφ

a
+

vw

a

)
e(φ)+

(
Dw

Dt
− u2

a
− v2

a

)
e(z) .

(B.13)

w より u, v が大きいとすると,

Dv

Dt
=

(
Du

Dt
− uv tanφ

a

)
e(λ) +

(
Dv

Dt
+

u2 tanφ

a

)
e(φ) +

(
Dw

Dt
− u2

a
− v2

a

)
e(z) .

(B.14)

左辺第二項は,左辺第一項と同様に w より u, v が大きいとすると,

2Ω× v = 2

 0
Ω cosφ
Ωsinφ

×

u
v
w


=

 −fv
fu

2uΩcosφ

 . (B.15)

53 ) 後で書く
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右辺第一項は, z の定義より, z の値が等しいと圧力が等しいため,圧力傾度力は０となる.

よって,式 (B.1)の水平成分は,

Du

Dt
−
(
u tanφ

a
+ f

)
v +

Φλ

a cosφ
= X , (B.16)

Dv

Dt
+

(
u tanφ

a
+ f

)
u+

Φφ

a
= Y . (B.17)

次に,式 (B.2)について考える. 左辺第一項は, ρ0 が z のみによることを考えると,

∂ρ0
∂t

= 0 . (B.18)

左辺第二項は, v の発散を考えると,

∇·(ρ0v) =
ρ0

a cosφ
[uλ + (v cosφ)φ] + (ρ0w)z . (B.19)

よって,式 (B.2)より,
uλ + (v cosφ)φ

a cosφ
+

(ρ0w)z
ρ0

= 0 . (B.20)

次に,式 (B.3)について考える. まず,熱力学第１法則より,

d̄Q = dI + pdα . (B.21)

ただし, Qは受け取った熱量, I は内部エネルギー, pは圧力であり, α ≡ ρ−1
0 である. 内部

エネルギーは温度 T にしかよらないので,

dI = cvdT . (B.22)

ただし, cv は定積モル比熱である. cv = cp − Rと状態方程式 p = ρ0RT (cp：定圧モル比
熱, R：気体定数)より,

d̄Q = cvdT + pdα

= (cp −R)dT + d(pα)− αdp

= cpdT −RdT + d(RT )− αdp

= cpdT − αdp . (B.23)

Tdη = d̄Qと状態方程式より,

Tdη = cpdT − RT

p
dp ,

dη = cp
dT

T
−R

dp

p
(B.24)
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= cpd(lnT )−Rd(ln p)

= cp[d(lnT )− κd(ln p)] , (B.25)

ただし, κ = R/cp であり,ある変数 xについて, d(lnx) = dx/xである54 ).

そして,基準となる圧力を ps とすると,温位 θ について,断熱過程では,

Dθ

Dt
= 0 (B.28)

となることより, θ = T (ps/p)
κ となるため55 ),

θ = T

(
ps
p

)κ

,

ln θ = ln

[
T

(
ps
p

)κ]
= lnT + κ ln ps − κ ln p , (B.32)

d(ln θ) =
∂(ln θ)

∂(lnT )
d(lnT ) +

∂(ln θ)

∂(ln p)
d(ln p)

= d(lnT )− κd(ln p) , (B.33)

となるため,式 (B.33)より,式 (B.25)は,

dη = cpd(ln θ) . (B.34)

54 )

lnx =

∫
dx

x
(B.26)

より,両辺を xで微分し,両辺に dxをかけると,

d(lnx)

dx
=

1

x
,

d(lnx) = dx/x (B.27)

となる.
55 ) 温位 θ は,断熱過程では保存されるので,式 (B.24)より,

cp
dT

T
= R

dp

p
. (B.29)

両辺を地表面 (温度,圧力が θ, ps)からある高度 (温度,圧力が T, p)まで積分して,

cp ln(T/θ) = R ln(p/ps) ,

ln(T/θ) = ln(p/ps)
R/cp . (B.30)

つまり,
θ = T (ps/p)

κ (B.31)

である.
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cp を定数として,これを時間微分すると,

Dη

Dt
=

cp
θ

Dθ

Dt
. (B.35)

式 (B.3)より,

1

T
Q̇ =

cp
θ

Dθ

Dt
,

Dθ

Dt
=

Q̇

cp

θ

T
. (B.36)

p = pse
−z/H と温位の式より,

Dθ

Dt
=

Q̇

cp
eκz/H = Sq . (B.37)

最後に,重力ポテンシャルの z 偏微分について考える. 重力ポテンシャル Φは定義より,

Φ ≡
∫ z∗

0

g dz∗ . (B.38)

静水圧平衡,状態方程式より,

Φ =

∫ z∗

0

(
− 1

ρ0

)
∂p

∂z∗
dz∗

= −
∫ p

ps

RT

p
dp

= −RT

∫ p

ps

dp

p

= −RT (ln p− ln ps) . (B.39)

よって,
∂Φ

∂(ln p)
= −RT = −Rθe−κz/H . (B.40)

ここで, z ≡ −H(ln p− ln ps)より,

∂

∂(ln p)
=

∂z

∂(ln p)

∂

∂z

= −H
∂

∂z
(B.41)

より,
Φz = H−1Rθe−κz/H . (B.42)
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ここまでをまとめると,

Du

Dt
−
(
u tanφ

a
+ f

)
v +

Φλ

a cosφ
= X , (B.43a)

Dv

Dt
+

(
u tanφ

a
+ f

)
u+

Φφ

a
= Y , (B.43b)

Φz = H−1Rθe−κz/H , (B.43c)

uλ + (v cosφ)φ
a cosφ

+
(ρ0w)z
ρ0

= 0 , (B.43d)

Dθ

Dt
= Sq . (B.43e)

これで, Andrews et al. (1987)での基礎方程式を出せた. これは,式 (3.1)に対応するもので
ある.

B.2 式 (3.4)の導出

この節では, Andrews et al. (1987)にもとづき,式 (3.4)の導出を行う.

出発する方程式は以下の式である.

Du

Dt
−
(
u tanφ

a
+ f

)
v +

Φλ

a cosφ
= X , (B.45a)

Dv

Dt
+

(
u tanφ

a
+ f

)
u+

Φφ

a
= Y , (B.45b)

Φz = H−1Rθe−κz/H , (B.45c)

uλ + (v cosφ)φ
a cosφ

+
(ρ0w)z
ρ0

= 0 , (B.45d)

Dθ

Dt
= Sq . (B.45e)

ここからは,式 (3.1)に対してオイラー平均をとっていく. 定義はあるスカラー量 f を用い
て以下のように表される.

f̄(φ, z, t) = (2π)−1

∫ 2π

0

f(λ, φ, z, t)dλ . (B.46)

また擾乱は以下のように表される.

f ′ ≡ f − f̄ . (B.47)
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まずは,式 (3.1d)から変形していく. 各従属変数を平均場と擾乱場に分けて,その式に対し
て再度東西平均をとる.

(a cosφ)−1
[
(ū+ u′)λ + {(v̄ + v′) cosφ}φ

]
+ ρ−1

0 {ρ0 (w̄ + w′)}z = 0 , (B.48)

(a cosφ)−1 (v̄ cosφ)φ + ρ−1
0 (ρ0w̄)z = 0 . (B.49)

ūλ = 0より,式 (B.48)から式 (B.49)を引くと,

(a cosφ)−1
[
u′
λ + (v′ cosφ)φ

]
+ ρ−1

0 (ρ0w
′)z = 0 ,

(a cosφ)−1u′
λ + a−1v′φ − a−1v′ tanφ+ ρ−1

0 ρ0zw
′ + w′

z = 0 . (B.50)

次に式 (3.1a) を変形していく. 各従属変数を平均場と擾乱場に分けて, その式に対して再
度東西平均をとる.

D(ū+ u′)

Dt
−
{
f +

(ū+ u′) tanφ

a

}
(v̄ + v′) +

Φ̄λ

a cosφ
= X ,

Dū

Dt
− fv̄ − tanφ

a

(
ūv̄ + u′v′

)
= X̄ . (B.51)

ここで,添え字 tでオイラー微分を表すと,

Du

Dt
= ut + (v · ∇)u

= ut + (a cosφ)−1uuλ + a−1vuφ + wuz (B.52)

この式に対して各従属変数を平均場と擾乱場に分けて,再度東西平均をとると,

D (ū+ u′)

Dt
= (ū+ u′)t + (a cosφ)−1 (ū+ u′) (ū+ u′)λ + a−1 (v̄ + v′) (ū+ u′)φ + (w̄ + w′) (ū+ u′)z

Dū

Dt
= ūt + (a cosφ)−1u′u′

λ + a−1
(
v̄ūφ + v′u′

φ

)
+ w̄ūz + w′u′

z . (B.53)

つまり,式 (B.51)は,

ūt+(a cosφ)−1u′u′
λ + a−1

(
v̄ūφ + v′u′

φ

)
+ w̄ūz + w′u′

z − fv̄ − tanφ

a

(
ūv̄ + u′v′

)
= X̄ ,

ūt+a−1v̄ūφ + w̄ūz − fv̄ − tanφ

a
ūv̄ − X̄

= −(a cosφ)−1u′u′
λ − a−1v′u′

φ − w′u′
z +

tanφ

a
u′v′ . (B.54)
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ここで,式 (B.54)の左辺第二項と左辺第五項は,

v̄(a cosφ)−1(ū cosφ)φ = a−1v̄ūφ − a−1v̄ū tanφ (B.55)

より,

ūt+v̄(a cosφ)−1(ū cosφ)φ + w̄ūz − fv̄ − X̄

= −(a cosφ)−1u′u′
λ − a−1v′u′

φ − w′u′
z + a−1u′v′ tanφ . (B.56)

さらにここで,式 (B.50)に u′ をかけて,東西平均をとると,式 (B.54)の右辺は,

(a cosφ)−1u′u′
λ + a−1u′v′φ − a−1u′v′ tanφ+ ρ−1

0 ρ0zu′w′ + u′w′
z = 0 ,

(a cosφ)−1
[
(u′2)λ − u′u′

λ

]
+ a−1

[
(v′u′)φ − u′

φv
′
]
− a−1u′v′ tanφ

+ ρ−1
0 ρ0zu′w′ +

[
(w′u′)z − u′

zw
′
]
= 0 ,

−(a cosφ)−1u′u′
λ − a−1v′u′

φ − w′u′
z + a−1u′v′ tanφ

= −a−1(v′u′)φ + 2a−1v′u′ tanφ− ρ−1
0 ρ0zw′u′ − (w′u′)z (B.57)

式 (B.57)の右辺は,

−a−1(v′u′)φ + 2a−1v′u′ tanφ− ρ−1
0 ρ0zw′u′ − (w′u′)z

= −(a cosφ)−1(v′u′ cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′u′)z . (B.58)

ここまでをまとめると,式 (B.54)は,

ūt+v̄[(a cosφ)−1(ū cosφ)φ − f ] + w̄ūz −X

= −(a cos2 φ)−1(v′u′ cos2 φ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′u′)z . (B.59)

式 (3.1b), (3.1e)でも同様の操作をすると,

v̄t+a−1v̄v̄φ + w̄v̄z + ū(f + ūa−1 tanφ) + a−1Φ̄φ − Ȳ

= −(a cosφ)−1(v′2 cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′v′)z − u′2a−1 tanφ , (B.60)

θ̄t+a−1v̄θ̄φ + w̄θ̄z − Q̄

= −(a cosφ)−1(v′θ′ cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′θ′)z . (B.61)

最後に,式 (3.1c)を変形していく. 各従属変数を平均場と擾乱場に分けて,その式に対して
再度東西平均をとる. (

Φ̄ + Φ′)
z
= H−1R

(
θ̄ + θ′

)
e−κz/H ,

Φ̄z = H−1Rθ̄e−κz/H . (B.62)
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よってまとめると,式 (3.1)は以下のように変形できる.

ūt+v̄[(a cosφ)−1(ū cosφ)φ − f ] + w̄ūz −X

= −(a cos2 φ)−1(v′u′ cos2 φ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′u′)z , (B.63a)

v̄t+a−1v̄v̄φ + w̄v̄z + ū(f + ūa−1 tanφ) + a−1Φ̄φ − Ȳ

= −(a cosφ)−1(v′2 cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′v′)z − u′2a−1 tanφ , (B.63b)

Φ̄z−H−1Rθ̄e−κz/H = 0 , (B.63c)

(a cosφ)−1(v̄ cosφ)φ + ρ−1
0 (ρ0w̄)z = 0 , (B.63d)

θ̄t+a−1v̄θ̄φ + w̄θ̄z − Q̄

= −(a cosφ)−1(v′θ′ cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′θ′)z . (B.63e)

これで, Andrews et al. (1987)における式 (3.3.2a)-(3.3.2e)であり,本資料の式 (3.4)に対応
するものである.

B.3 式 (3.6)の導出

この節では, Andrews et al. (1987)にもとづき,式 (3.6)の導出を行う.

出発する方程式は以下の式である.

ūt+v̄[(a cosφ)−1(ū cosφ)φ − f ] + w̄ūz −X

= −(a cos2 φ)−1(v′u′ cos2 φ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′u′)z , (B.64a)

v̄t+a−1v̄v̄φ + w̄v̄z + ū(f + ūa−1 tanφ) + a−1Φ̄φ − Ȳ

= −(a cosφ)−1(v′2 cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′v′)z − u′2a−1 tanφ , (B.64b)

Φ̄z−H−1Rθ̄e−κz/H = 0 , (B.64c)

(a cosφ)−1(v̄ cosφ)φ + ρ−1
0 (ρ0w̄)z = 0 , (B.64d)

θ̄t+a−1v̄θ̄φ + w̄θ̄z − Q̄

= −(a cosφ)−1(v′θ′ cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′θ′)z . (B.64e)

今回は,残差循環 v∗ ≡ (0, v̄∗, w̄∗)を導入する. 定義は以下である.

v̄∗ ≡ v̄ − ρ−1
0 (ρ0v′θ′/θ̄z)z , (B.65a)

w̄∗ ≡ w̄ + (a cosφ)−1(cosφv′θ′/θ̄z)φ . (B.65b)

2026年 3月 30日 (小野寺玲旺)



金星スーパーローテーションの理解のための基礎知識：TEM方程式と熱潮汐波 80

まず,式 (3.4c)と式 (3.6c)は同じ式である.

次に, (3.4d)を変形する.

(a cosφ)−1
[{

v̄∗ + ρ−1
0 (ρ0v′θ′/θ̄z)z

}
cosφ

]
φ

+ ρ−1
0

[
ρ0
{
w̄∗ − (a cosφ)−1(cosφv′θ′/θ̄z)φ

}]
z
= 0 ,

(a cosφ)−1(v̄∗ cosφ)φ + ρ−1
0 (ρ0w̄

∗)z

= −

{(
ρ0v′θ′/θ̄z

)
z
cosφ

}
φ

ρ0a cosφ
+

{(
ρ0v′θ′/θ̄z

)
z
cosφ

}
φ

ρ0a cosφ
= 0 (B.66)

次に, (3.4b)を変形する.[
v̄∗ + ρ−1

0

(
ρ0v′θ′/θ̄z

)
z

]
t
+ a−1

[
v̄∗ + ρ−1

0

(
ρ0v′θ′/θ̄z

)
z

]
v̄φ

+
[
w̄∗ − (a cosφ)−1(cosφv′θ′/θ̄z)φ

]
v̄z + ū(f + ūa−1 tanφ) + a−1Φ̄φ − Ȳ

= −(a cosφ)−1(v′2 cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′v′)z − u′2a−1 tanφ ,

ū(f + ūa−1 tanφ) + a−1Φ̄φ = G . (B.67)

ただし, Gは ūと Φ̄間の地衡風平衡からの逸脱すべてを表す.

次に, (3.4e)を変形する.

θ̄t+a−1
[
v̄∗ + ρ−1

0

(
ρ0v′θ′/θ̄z

)
z

]
θ̄φ +

[
w̄∗ − (a cosφ)−1(cosφv′θ′/θ̄z)φ

]
θ̄z − Q̄

= −(a cosφ)−1(v′θ′ cosφ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′θ′)z ,

θ̄t+a−1v̄∗θ̄φ + w̄∗θ̄z − Q̄

= − (ρ0a)
−1 (

ρ0v′θ′/θ̄z
)
z
θ̄φ + (a cosφ)

−1 (
v′θ′/θ̄z cosφ

)
φ
θ̄z

− (a cosφ)
−1 (

v′θ′ cosφ
)
φ
− ρ−1

0

(
ρ0w′θ′

)
. (B.68)

ここで,式 (B.68)の右辺第二項と第三項は,

(a cosφ)
−1 (

v′θ′/θ̄z cosφ
)
φ
θ̄z − (a cosφ)

−1 (
v′θ′ cosφ

)
φ

= a−1
(
v′θ′
)
φ
+ a−1v′θ′

(
θ̄−1
z

)
φ
θ̄z − a−1v′θ′ tanφ− a−1

(
v′θ′
)
φ
+ a−1v′θ′ tanφ

= −a−1v′θ′ θ̄−2
z θ̄zφ θ̄z

= −a−1v′θ′/θ̄z θ̄zφ . (B.69)

さらに,

− (ρ0a)
−1 (

ρ0v′θ′/θ̄z
)
z
θ̄φ − a−1v′θ′/θ̄z θ̄zφ − ρ−1

0

(
ρ0w′θ′

)
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= −ρ−1
0 [ρ0(v′θ′ θ̄φ/aθ̄z + w′θ′)]z (B.70)

より,式 (B.68)は,

θ̄t + a−1v̄∗θ̄φ + w̄∗θ̄z − Q̄ = −ρ−1
0 [ρ0(v′θ′ θ̄φ/aθ̄z + w′θ′)]z . (B.71)

最後に, (3.4a)を変形する.

ūt+
[
v̄∗ + ρ−1

0

(
ρ0v′θ′/θ̄z

)
z

]
[(a cosφ)−1(ū cosφ)φ − f ] +

[
w̄∗ − (a cosφ)−1(cosφv′θ′/θ̄z)φ

]
ūz −X

=− (a cos2 φ)−1(v′u′ cos2 φ)φ − ρ−1
0 (ρ0w′u′)z

ūt+v̄[(a cosφ)−1(ū cosφ)φ − f ] + w̄ūz −X

=− (ρ0a cosφ)
−1 (

ρ0v′θ′/θ̄z
)
(ū cosφ)φ + ρ−1

0 f
(
ρ0v′θ′/θ̄z

)
z

+ (a cosφ)
−1

ūz

(
v′θ′/θ̄z cosφ

)
φ
−
(
a cos2 φ

)−1 (
v′u′ cosφ

)
φ
− ρ−1

0

(
ρ0w′u′

)
z
.

(B.72)

ここで,式 (B.72)の右辺第一項と第三項は,

− (ρ0a cosφ)
−1 (

ρ0v′θ′/θ̄z
)
(ū cosφ)φ + (a cosφ)

−1
ūz

(
v′θ′/θ̄z cosφ

)
φ

=− (ρ0a cosφ)
−1

ρ0zv′θ′/θ̄z (ū cosφ)φ − (a cosφ)
−1 (

v′θ′/θ̄z
)
z
(ū cosφ)φ

− a−1ūzv′θ′/θ̄z tanφ+ a−1ūz

(
v′θ′/θ̄z

)
φ
. (B.73)

ここで,エリアッセン-パームフラックス F = (0, F (φ), F (z))を定義する.

F (φ) ≡ ρ0a cosφ(ūz v′θ′/θ̄z − v′u′) , (B.74a)

F (z) ≡ ρ0a cosφ[{f − (a cosφ)−1(ū cosφ)φ}v′θ′/θ̄z − w′u′] . (B.74b)

このエリアッセン-パームフラックスの発散を ρ0a cosφで割ったものを考える.

(ρ0a cosφ)
−1 ∇·F =

(
a cos2 φ

)−1 [
ūzv′θ′/θ̄z cos

2 φ− v′u′ cos2 φ
]
φ

+ ρ−1
0

[
ρ0

{
fv′θ′/θ̄z − (a cosφ)

−1
(ū cosφ)φ v′θ′/θ̄z − w′u′

}]
.

(B.75)

式 (B.75)の右辺第一項は,(
a cos2 φ

)−1 [
ūzv′θ′/θ̄z cos

2 φ− v′u′ cos2 φ
]
φ

=
(
a cos2 φ

)−1 [
ūzv′θ′/θ̄z cos

2 φ
]
φ
−
(
a cos2 φ

)−1 [
v′u′ cos2 φ

]
φ

= a−1ūzφv′θ′/θ̄z + a−1ūz

(
v′θ′/θ̄z

)
φ
− 2a−1ūzv′θ′/θ̄z tanφ−

(
a cos2 φ

)−1 [
v′u′ cos2 φ

]
φ
.

(B.76)
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式 (B.75)の右辺第二項は,

ρ−1
0

[
ρ0

{
fv′θ′/θ̄z − (a cosφ)

−1
(ū cosφ)φ v′θ′/θ̄z − w′u′

}]
= ρ−1

0 f
[
ρ0v′θ′/θ̄z

]
z
− (ρ0a cosφ)

−1
[
ρ0 (ū cosφ)φ v′θ′/θ̄z

]
z
− ρ−1

0

[
ρ0w′u′

]
z

= − (ρ0a cosφ)
−1

ρ0z (ū cosφ)φ v′θ′/θ̄z − (a cosφ)
−1

(ūz cosφ)φ v′θ′/θ̄z

− (a cosφ)
−1

(ū cosφ)φ
(
v′θ′/θ̄z

)
z
+ ρ−1

0 f
[
ρ0v′θ′/θ̄z

]
z
− ρ−1

0

[
ρ0w′u′

]
z

= −a−1ūzφv′θ′/θ̄z + a−1ūzv′θ′/θ̄z tanφ− (ρ0a cosφ)
−1

ρ0z (ū cosφ)φ v′θ′/θ̄z

− (a cosφ)
−1

(ū cosφ)φ
(
v′θ′/θ̄z

)
z
+ ρ−1

0 f
[
ρ0v′θ′/θ̄z

]
z
− ρ−1

0

[
ρ0w′u′

]
z
. (B.77)

よって,式 (B.76), (B.77)を足し合わせると,

(ρ0a cosφ)
−1 ∇·F

= a−1ūz

(
v′θ′/θ̄z

)
φ
− a−1ūzv′θ′/θ̄z tanφ−

(
a cos2 φ

)−1 [
v′u′ cos2 φ

]
φ

− (ρ0a cosφ)
−1

ρ0z (ū cosφ)φ v′θ′/θ̄z − (a cosφ)
−1

(ū cosφ)φ
(
v′θ′/θ̄z

)
z

+ ρ−1
0 f

[
ρ0v′θ′/θ̄z

]
z
− ρ−1

0

[
ρ0w′u′

]
z
. (B.78)

つまり,式 (B.72), (B.73), (B.78)より,

ūt+v̄∗[(a cosφ)−1(ū cosφ)φ − f ] + w̄∗ūz − X̄

= (ρ0a cosφ)
−1∇·F . (B.79)

よって,ここまでの内容をまとめると,

ūt+v̄∗[(a cosφ)−1(ū cosφ)φ − f ] + w̄∗ūz − X̄

= (ρ0a cosφ)
−1∇·F , (B.80a)

ū(f + ūa−1 tanφ) + a−1Φ̄φ = G , (B.80b)

Φ̄z−H−1Rθ̄e−κz/H = 0 , (B.80c)

(a cosφ)−1(v̄∗ cosφ)φ + ρ−1
0 (ρ0w̄

∗)z = 0 , (B.80d)

θ̄t+a−1v̄∗θ̄φ + w̄∗θ̄z − Q̄ = −ρ−1
0 [ρ0(v′θ′ θ̄φ/aθ̄z + w′θ′)]z . (B.80e)

ただし, F = (0, F (φ), F (z))はエリアッセン-パームフラックスであり,

F (φ) ≡ ρ0a cosφ(ūz v′θ′/θ̄z − v′u′) , (B.81a)

F (z) ≡ ρ0a cosφ[{f − (a cosφ)−1(ū cosφ)φ}v′θ′/θ̄z − w′u′] (B.81b)
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である. これで, Andrews et al. (1987) における TEM 方程式 (3.5.2a)-(3.5.2e) の導出がで
きた. これは,本資料の式 (3.6)に対応するものである.

B.4 Vallis (2006)での TEM方程式の導出

この節では Vallis (2006)を参考に TEM方程式の導出を行う．

B.4.1 基礎方程式に対するブシネスク近似

ここでは, ある天体上において, 東西方向, 南北方向, 鉛直方向を (x, y, z) とする直交座標
系を用いる. それぞれ,東方向,北方向,鉛直上方が正である. このとき,天体の自転角速度
ベクトル Ωは,緯度 φを用いて Ω = (0,Ωcosφ,Ωsinφ)と表せられる.

まず,回転系での運動方程式と連続の式と熱の式56 )は,

ρ

(
Dv

Dt
+ 2Ω× v

)
= −∇p− ρ∇Φ+ ρF , (B.82)

Dρ

Dt
+ ρ∇·v = 0 , (B.83)

Dη

Dt
=

1

T
Q̇ . (B.84)

ここで, ρ は密度, v は流体の速度, p は圧力, Φ は重力ポテンシャル, η は比エントロ
ピー (単位質量当たりのエントロピー), T は温度, Q̇ は単位質量あたりの加熱率57 ),

F = (Fx, Fy, Fz)は摩擦項である.

これから式 (B.82)-(B.84)にブシネスク近似を施していく. ブシネスク近似とは,浮力項以
外での密度変化を無視して考える近似である.

ブシネスク近似を行うために,まずは密度 ρを以下のように表現する.

ρ = ρ̄+ ρ′(x, y, z, t) . (B.85)

ただし, ρ̄は定数であり, ρ′ について,

|ρ′| ≪ ρ̄ (B.86)

56 ) 熱の式の導出は, B.5を参照のこと.
57 ) Q̇は,単位自体は [J/s]であるが, dQ/dtを表しているわけではない.
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が成り立つ.

またここで,静水圧平衡,
dp

dz
= −gρ (B.87)

を仮定する.

すると,圧力 pは静水圧平衡の式を介して,

p = p̄(z) + p′(x, y, z, t) (B.88)

と表せられる. ただし, p′ について,
|p′| ≪ p̄ (B.89)

であり, ρ̄と p̄, ρ′ と p′ にはそれぞれ,

dp̄

dz
= −ρ̄g , (B.90a)

dp′

dz
= −ρ′g (B.90b)

となる.

そしてまずは,連続の式に対してブシネスク近似を施す. 式 (B.83)に式 (B.85)に代入して,

Dρ′

Dt
+ (ρ̄+ ρ′)∇·v = 0 . (B.91)

ここで,時間スケール [T ]と移流時間のスケール [L/U ]が等しいと考えると58 ),

D

Dt

(
ρ′

ρ̄

)
+

(
1 +

ρ′

ρ̄

)
∇·v = 0 (B.92)

より,連続の式は,
∇·v = 0 (B.93)

となる.

次に, 運動方程式に対してブシネスク近似を施す. 重力加速度 g を用いて Φ = gz とする
と,重力項 ∇Φは,

∇Φ = gk (B.94)

と表せる,ただし, kは z 方向の単位ベクトルである. このとき,式 (B.82)は,

(ρ̄+ ρ′)

(
Dv

Dt
+ 2Ω× v

)
= −∇(p̄+ p′)− g(ρ̄+ ρ′)k+ (ρ̄+ ρ′)F ,

58 ) ここでは, (ρ′/ρ̄)t と (ρ′/ρ̄)∇·v が釣り合うと考えていると思われる.
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(ρ̄+ ρ′)

(
Dv

Dt
+ 2Ω× v

)
= −∇p′ −

(
∂p̄

∂z
+ gρ̄

)
k− gρ′k+ (ρ̄+ ρ′)F (B.95)

となる. ここで,式 (B.90a), (B.90b)より,式 (B.95)は,

(ρ̄+ ρ′)

(
Dv

Dt
+ 2Ω× v

)
= −∇p′ − gρ′k+ (ρ̄+ ρ′)F . (B.96)

ここで,ブシネスク近似を適用すると ρ′/ρ̄ ≪ 1となるため,

Dv

Dt
+ 2Ω× v = −1

ρ̄
∇p′ − g

ρ′

ρ̄
k+ F . (B.97)

よって, ϕ = p′/ρ̄ ,浮力と呼ばれる量 b = gρ′/ρ̄とすると,

Dv

Dt
+ 2Ω× v = −∇ϕ+ bk+ F . (B.98)

最後に,熱の式に対してブシネスク近似を施す. 熱の式については, η を圧力と密度の変数
と考えると,

Tdη = T

(
∂η

∂ρ

)
p

dρ+ T

(
∂η

∂p

)
ρ

dp . (B.99)

ここで,ヤコビアンを用いると,(
∂η

∂p

)
ρ

=
∂(η, ρ)

∂(p, ρ)

=
∂(η, ρ)

∂(η, p)

∂(η, p)

∂(p, ρ)

= −∂(ρ, η)

∂(p, η)

∂(η, p)

∂(ρ, p)

= −
(
∂ρ

∂p

)
η

(
∂η

∂ρ

)
p

. (B.100)

よって,式 (B.99)は,

Tdη = T

(
∂η

∂ρ

)
p

dρ− T

(
∂η

∂ρ

)
p

(
∂ρ

∂p

)
η

dp . (B.101)

すると,式 (B.84)は,

T

(
∂η

∂ρ

)
p

Dρ

Dt
− T

(
∂η

∂ρ

)
p

(
∂ρ

∂p

)
η

Dp

Dt
= Q̇ ,

Dρ

Dt
− 1

c2s

Dp

Dt
=

(
∂ρ

∂η

)
p

Q̇

T
(B.102)
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となる. ただし, c2s = ∂p/∂ρは音速である. ここで,定圧比熱 cp ,熱膨張率 βT の定義より,

cp ≡
(
∂̄Q

∂T

)
p

= T

(
∂η

∂T

)
p

, (B.103)

βT ≡ −1

ρ

(
∂p

∂T

)
p

(B.104)

であるため59 ), (
∂η

∂ρ

)
p

=

(
∂η

∂T

)
p

(
∂T

∂ρ

)
p

≃ −cp
T

1

ρ̄βT
(B.106)

と言える. よって,式 (B.88), (B.85), (B.106)より,式 (B.102)は,

D(ρ̄+ ρ′)

Dt
− 1

c2s

D(p̄+ p′)

Dt
= − ρ̄βT

cp
Q̇ . (B.107)

p′/c2s ≪ ρ′ とすると, ρ̄ = const. ,式 (B.90a)より,近似を施すと,

Dρ′

Dt
+

ρ̄g

c2s

Dz

Dt
= − ρ̄βT

cp
Q̇ . (B.108)

式 (B.108)の左辺第 2項を無視する60 )と,浮力 b = gρ′/ρ̄を用いて,

Db

Dt
= −gβT

cp
Q̇ ≡ Sq . (B.109)

結果的に,ブシネスク方程式系での運動方程式と連続の式と熱の式は,

Dv

Dt
+ 2Ω× v = −∇ϕ+ bk+ F , (B.110a)

∇·v = 0 , (B.110b)
Db

Dt
= Sq , (B.110c)

dp

dz
= −ρg (B.110d)

59 )

cp ≡
(
∂̄Q

∂T

)
p

(B.105)

の ∂̄ は,経路によって積分結果が変わる微分である,不完全微分を表している.
60 ) Vallis(2006)で ”The severest approximation to this is to neglect the second term in brackets on the left-hand

side”とあり,第 2版でも同様の記述がみられたが,理由は書いていなかった.
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となる.

ここからは,上記式を東西平均場と擾乱場に分けていく.

ここで,式 (B.110a)の x成分を取り出して61 ),

Du

Dt
− fv = −∂ϕ

∂x
+ Fx ,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
− fv = −∂ϕ

∂x
+ Fx (B.112)

となる. ここで,平均場の式を導くために,最初に少し式の形を変えておく.

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
+ u

∂u

∂x
− u

∂u

∂x
+ u

∂v

∂y

−u
∂v

∂y
+ u

∂w

∂z
− u

∂w

∂z
− fv = −∂ϕ

∂x
+ Fx ,

∂u

∂t
+ 2u

∂u

∂x
+

(
∂u

∂y
v + u

∂v

∂y

)
+

(
∂u

∂z
w + u

∂w

∂z

)
−u

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)
− fv = −∂ϕ

∂x
+ Fx . (B.113)

ここで,式 (B.110b)を使うと左辺第 5項は 0になるので,

∂u

∂t
+ 2u

∂u

∂x
+

(
∂u

∂y
v + u

∂v

∂y

)
+

(
∂u

∂z
w + u

∂w

∂z

)
− fv = −∂ϕ

∂x
+ Fx ,

∂u

∂t
+

∂

∂x
(u2) +

∂

∂y
(uv) +

∂

∂z
(uw)− fv = −∂ϕ

∂x
+ Fx . (B.114)

ここまでの方程式をまとめると,

∂u

∂t
+

∂

∂x
(u2) +

∂

∂y
(uv) +

∂

∂z
(uw)− fv = −∂ϕ

∂x
+ Fx , (B.115a)

∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y
(v2) +

∂

∂z
(vw) + fu = −∂ϕ

∂y
+ Fy , (B.115b)

∂b

∂t
+

∂

∂x
(ub) +

∂

∂y
(vb) +

∂

∂z
(wb) = S , (B.115c)

61 )

2Ω× v = 2

 0
Ω cosφ
Ωsinφ

×

u
v
w


=

 −fv
fu

2uΩcosφ

 (B.111)

としている. ただし, f = 2Ω sinφであり, u, v は wより大きいとしている.
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∇·v = 0 , (B.115d)
dp

dz
= −ρg . (B.115e)

東西平均場が満たす方程式系は後々には使わないが, B.6で導出することにした.

以下では,この方程式系に準地衡流近似を施していく.

B.4.2 ブシネスク方程式系に対する準地衡流近似

そのために,まず,式 (B.115a)を以下の無次元数で変形していく.

(x̂, ŷ) = L−1(x, y) , (B.116a)

ẑ = H−1z , (B.116b)

(û, v̂) = U−1(u, v) , (B.116c)

ŵ =
L

UH
w , (B.116d)

t̂ =
U

L
t , (B.116e)

f̂ =
f

f0
, (B.116f)

β̂ =
L2

U
β , (B.116g)

ϕ̂ =
1

f0UL
ϕ , (B.116h)

b̂ = B−1b . (B.116i)

ただし, Lは水平スケール, H は鉛直スケール, U は水平速度スケール, B は浮力スケール,

f0 はある y 座標でのコリオリパラメータである. また, β = 2Ωcosφを用いて β 面近似を
行う. そして, Ro = U/f0Lはロスビー数である. さらに,ˆがあるものは無次元数,ˆがない
ものは有次元数を表す.

式 (B.116)を式 (B.115a)に代入して,

U2

L

∂û

∂t̂
+

U2

L

∂

∂x̂
(û2) +

U2

L

∂

∂ŷ
(ûv̂) +

U2

L

∂

∂ẑ
(ûŵ)− f0Uf̂ v̂ = −f0U

∂ϕ̂

∂x̂
+ Fx ,

U

f0L

∂û

∂t̂
+

U

f0L

∂

∂x̂
(û2) +

U

f0L

∂

∂ŷ
(ûv̂) +

U

f0L

∂

∂ẑ
(ûŵ)− f̂ v̂ = −∂ϕ̂

∂x̂
+

1

f0U
Fx ,
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Ro
∂û

∂t̂
+Ro

∂

∂x̂
(û2) +Ro

∂

∂ŷ
(ûv̂) +Ro

∂

∂ẑ
(ûŵ)− f̂ v̂ = −∂ϕ̂

∂x̂
+Ro

L

U2
Fx .

(B.117)

同様に式 (B.115b)から式 (B.115d)にも代入する. それらをまとめて,

Ro
∂û

∂t̂
+Ro

∂

∂x̂
(û2) +Ro

∂

∂ŷ
(ûv̂) +Ro

∂

∂ẑ
(ûŵ)− f̂ v̂ = −∂ϕ̂

∂x̂
+Ro

L

U2
Fx , (B.118a)

Ro
∂v̂

∂t̂
+Ro

∂

∂x̂
(ûv̂) +Ro

∂

∂ŷ
(v̂2) +Ro

∂

∂ẑ
(v̂ŵ) + f̂ û = −∂ϕ̂

∂ŷ
+Ro

L

U2
Fy , (B.118b)

∂b̂

∂t̂
+

∂

∂x̂
(ûb̂) +

∂

∂ŷ
(v̂b̂) +

∂

∂ẑ
(ŵb̂) =

L

BU
Sq , (B.118c)

∂û

∂x̂
+

∂v̂

∂ŷ
+

∂ŵ

∂ẑ
= 0 . (B.118d)

次に,従属変数を Roを用いて漸次展開する.

û = û0 +Roû1 + · · · , (B.119a)
v̂ = v̂0 +Rov̂1 + · · · , (B.119b)
ŵ = ŵ0 +Roŵ1 + · · · , (B.119c)

ϕ̂ = ϕ̂0 +Roϕ̂1 + · · · , (B.119d)

f̂ = f̂0 +Roβ̂ŷ , (B.119e)

b̂ = b̂0 +Rob̂1 + · · · . (B.119f)

式 (B.119)の Roの 1次の項までを式 (B.118a)に代入して,

Ro
∂

∂t̂
(û0 +Roû1) +Ro

∂

∂x̂
(û0 +Roû1)

2 +Ro
∂

∂ŷ
(û0 +Roû1)(v̂0 +Rov̂1)

+Ro
∂

∂ẑ
(û0 +Roû1)(ŵ0 +Roŵ1)− (f̂0 +Roβ̂ŷ)(v̂0 +Rov̂1)

= − ∂

∂x̂
(ϕ̂0 +Roϕ̂1) +Ro

L

U2
Fx (B.120)

となる. 同様に,式 (B.118b)から式 (B.118d)にも代入し,それらの式の Roの 0次のつり
合いを考えると,

f̂0v̂0 =
∂ϕ̂0

∂x̂
, (B.121a)

f̂0û0 = −∂ϕ̂0

∂ŷ
, (B.121b)

∂b̂0

∂t̂
+

∂

∂x̂
(û0b̂0) +

∂

∂ŷ
(v̂0b̂0) +

∂

∂ẑ
(ŵ0b̂0) =

L

BU
Sq , (B.121c)
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∂û0

∂x̂
+

∂v̂0
∂ŷ

+
∂ŵ0

∂ẑ
= 0 (B.121d)

となり, 1次のつり合いを考えると,

∂û0

∂t̂
+

∂

∂x̂
(û2

0) +
∂

∂ŷ
(û0v̂0) +

∂

∂ẑ
(û0ŵ0)− f̂0v̂1 − v̂0β̂ŷ = −∂ϕ̂1

∂x̂
+

L

U2
Fx ,

(B.122a)

∂v̂0

∂t̂
+

∂

∂x̂
(û0v̂0) +

∂

∂ŷ
(v̂20) +

∂

∂ẑ
(v̂0ŵ0) + f̂0û1 + û0β̂ŷ = −∂ϕ̂1

∂ŷ
+

L

U2
Fy ,

(B.122b)

∂b̂1

∂t̂
+

∂

∂x̂
(û0b̂1 + û1b̂0) +

∂

∂ŷ
(v̂0b̂1 + v̂1b̂0) +

∂

∂ẑ
(ŵ0b̂1 + ŵ1b̂0) = 0 , (B.122c)

∂û1

∂x̂
+

∂v̂1
∂ŷ

+
∂ŵ1

∂ẑ
= 0 (B.122d)

となる. 次に,これらの式を対して東西平均場と擾乱場に分ける. すると,式 (B.122a)は,

∂

∂t̂
(¯̂u0 + û′

0) +
∂

∂x̂
(¯̂u0 + û′

0)
2 +

∂

∂ŷ
(¯̂u0 + û′

0)(
¯̂v0 + v̂′0) +

∂

∂ẑ
(¯̂u0 + û′

0)(
¯̂w0 + ŵ′

0)

− f̂0(¯̂v1 + v̂′1)− (¯̂v0 + v̂′0)β̂ŷ = − ∂

∂x̂
(
¯̂
ϕ1 + ϕ̂′

1) +
L

U2
(F̄x + F ′

x) (B.123)

そして,東西平均をとると, x微分の項は 0となり,さらに擾乱成分の東西平均は 0になる
ため,式 (B.121a),式 (B.122a)は,

f̂0 ¯̂v0 = 0 , (B.124)

∂ ¯̂u0

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(¯̂u0

¯̂v0 + û′
0v̂

′
0) +

∂

∂ẑ
(¯̂u0

¯̂w0 + û′
0ŵ

′
0)− f̂0 ¯̂v1 − ¯̂v0β̂ŷ =

L

U2
F̄x . (B.125)

同様にすべての式に同じ操作を施すと,０次の式は,

f̂0 ¯̂v0 = 0 , (B.126a)

f̂0 ¯̂u0 = −∂
¯̂
ϕ0

∂ŷ
, (B.126b)

∂
¯̂
b0

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(¯̂v0

¯̂
b0 + v̂′0b̂

′
0) +

∂

∂ẑ
( ¯̂w0

¯̂
b0 + ŵ′

0b̂
′
0) =

L

BU
S̄q , (B.126c)

∂ ¯̂v0
∂ŷ

+
∂ ¯̂w0

∂ẑ
= 0 . (B.126d)

１次の式は,

∂ ¯̂u0

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(¯̂u0

¯̂v0 + û′
0v̂

′
0) +

∂

∂ẑ
(¯̂u0

¯̂w0 + û′
0ŵ

′
0)− f̂0 ¯̂v1 − ¯̂v0β̂ŷ =

L

U2
F̄x , (B.127a)
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∂ ¯̂v0

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(¯̂v20 + v̂′20 ) +

∂

∂ẑ
(¯̂v0 ¯̂w0 + v̂′0ŵ

′
0) + f̂0 ¯̂u1 + ¯̂u0β̂ŷ = −∂

¯̂
ϕ1

∂ŷ
+

L

U2
F̄y ,

(B.127b)

∂
¯̂
b1

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(¯̂v0

¯̂
b1 + ¯̂v1

¯̂
b0 + v̂′0b̂

′
1 + v̂′1b̂

′
0)

+
∂

∂ẑ
( ¯̂w0

¯̂
b1 + ¯̂w1

¯̂
b0 + ŵ′

0b̂
′
1 + ŵ′

1b̂
′
0) = 0 , (B.127c)

∂ ¯̂v1
∂ŷ

+
∂ ¯̂w1

∂ẑ
= 0 . (B.127d)

式 (B.126a)より, ¯̂v0 = 0なので,式 (B.126)は,

¯̂v0 = 0 , (B.128a)

f̂0 ¯̂u0 = −∂
¯̂
ϕ0

∂ŷ
, (B.128b)

∂
¯̂
b0

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(v̂′0b̂

′
0) +

∂

∂ẑ
( ¯̂w0

¯̂
b0 + ŵ′

0b̂
′
0) =

L

BU
S̄q , (B.128c)

∂ ¯̂w0

∂ẑ
= 0 . (B.128d)

式 (B.127)は,

∂ ¯̂u0

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(û′

0v̂
′
0) +

∂

∂ẑ
(¯̂u0

¯̂w0 + û′
0ŵ

′
0)− f̂0 ¯̂v1 =

L

U2
F̄x ,

(B.129a)

∂

∂ŷ
(v̂′20 ) +

∂

∂ẑ
(v̂′0ŵ

′
0) + f̂0 ¯̂u1 + ¯̂u0β̂ŷ = −∂

¯̂
ϕ1

∂ŷ
+

L

U2
F̄y ,

(B.129b)

∂
¯̂
b1

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(¯̂v1

¯̂
b0 + v̂′0b̂

′
1 + v̂′1b̂

′
0) +

∂

∂ẑ
( ¯̂w0

¯̂
b1 + ¯̂w1

¯̂
b0 + ŵ′

0b̂
′
1 + ŵ′

1b̂
′
0) = 0 , (B.129c)

∂ ¯̂v1
∂ŷ

+
∂ ¯̂w1

∂ẑ
= 0 . (B.129d)

式 (B.128d)と境界条件より, ¯̂w0 = 0なので,式 (B.128)は,

¯̂v0 = 0 , (B.130a)

f̂0 ¯̂u0 = −∂
¯̂
ϕ0

∂ŷ
, (B.130b)

∂
¯̂
b0

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(v̂′0b̂

′
0) +

∂

∂ẑ
(ŵ′

0b̂
′
0) =

L

BU
S̄q , (B.130c)
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¯̂w0 = 0 . (B.130d)

式 (B.129)は,

∂ ¯̂u0

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(û′

0v̂
′
0) +

∂

∂ẑ
(û′

0ŵ
′
0)− f̂0 ¯̂v1 =

L

U2
F̄x , (B.131a)

∂

∂ŷ
(v̂′20 ) +

∂

∂ẑ
(v̂′0ŵ

′
0) + f̂0 ¯̂u1 + ¯̂u0β̂ŷ = −∂

¯̂
ϕ1

∂ŷ
+

L

U2
F̄y ,

(B.131b)

∂
¯̂
b1

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(¯̂v1

¯̂
b0 + v̂′0b̂

′
1 + v̂′1b̂

′
0) +

∂

∂ẑ
( ¯̂w1

¯̂
b0 + ŵ′

0b̂
′
1 + ŵ′

1b̂
′
0) = 0 , (B.131c)

∂ ¯̂v1
∂ŷ

+
∂ ¯̂w1

∂ẑ
= 0 . (B.131d)

ここで, û, v̂, ŵ, b̂に東西平均をとる.

û = ¯̂u+ û′ , (B.132a)

v̂ = ¯̂v + v̂′ , (B.132b)

ŵ = ¯̂w + ŵ′ , (B.132c)

b̂ =
¯̂
b+ b̂′ . (B.132d)

ここで, ¯̂u, û′, ¯̂v, v̂′, ¯̂w, ŵ′,
¯̂
b, b̂′ とロスビー数で展開された数の対応を考える. それぞれの変

数でロスビー数が最も低いものが対応すると考えると,

¯̂u = ¯̂u0 , (B.133a)

û′ = û′
0 , (B.133b)

¯̂v = Ro¯̂v1 , (B.133c)

v̂′ = v̂′0 , (B.133d)
¯̂w = Ro ¯̂w1 , (B.133e)

ŵ′ = ŵ′
0 , (B.133f)

¯̂
b =

¯̂
b0 , (B.133g)

b̂′ = b̂′0 . (B.133h)

よって, xの式, bの式,連続の式は,式 (B.131a), (B.130c), (B.131d)より,

∂ ¯̂u

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(û′v̂′) +

∂

∂ẑ
(û′ŵ′)−Ro−1f̂0 ¯̂v =

L

U2
F̄x , (B.134a)

∂
¯̂
b

∂t̂
+

∂

∂ŷ
(v̂′b̂′) +

∂

∂ẑ
(ŵ′b̂′) =

L

BU
S̄q , (B.134b)
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Ro−1 ∂
¯̂v

∂ŷ
+Ro−1 ∂

¯̂w

∂ẑ
= 0 . (B.134c)

有次元の式に戻すと,

∂ū

∂t
+

∂

∂y
(u′v′) +

∂

∂z
(u′w′)− f0v̄ = F̄x , (B.135a)

∂b̄

∂t
+

∂

∂y
(v′b′) +

∂

∂z
(w′b′) = S̄q , (B.135b)

∂v̄

∂y
+

∂w̄

∂z
= 0 (B.135c)

となる.

ただこの式は Vallis (2006)比較して, 式 (B.135a)では ∂z(u′w′)がなく, 式 (B.135b)では
∂z(w′b′)がなく −N2w̄ があることとなっている. ただし, N は浮力振動数である. この理
由としては,準地衡流平衡を考えているのに w′

0 が残っていること,浮力 bの展開の仕方な
どが考えられる.

B.5 熱の式 (B.84)の導出

この節では, Vallis(2006)にもとづき,熱の式 (B.84)の導出を行う.

まず,熱の式を考えるうえでの前提として,「流体では,局所的な熱力学平衡が成り立って
いる」と仮定する. 熱力学第一法則より,

dI = Tdη − pdα+ µdS . (B.136)

ただし, I は単位質量当たりの内部エネルギー, pは圧力, α = ρ−1 は比容, µは化学ポテン
シャル, S は組成を表すパラメータ, η は比エントロピー, T は温度を表す. このうち,熱の
流出入と組成に関する項をまとめて,

dI = −pdα+ d̄QE . (B.137)

ただし, QE は加熱と組成変化からの寄与を加味した流体素片に入ってくる全エネルギー
である. また, d̄ は不完全微分を表す. ここで, 上記の仮定より式 (B.137) を物質微分62 )

して,
DI

Dt
+ p

Dα

Dt
= Q̇E . (B.138)

62 ) 物質微分とは単に,ラグランジュ微分のことを指す.
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ただし, Q̇E は単位質量当たりの全エネルギーの流入率である. ここで, 連続の式を α を
使って表した,

dα

dt
= α∇·v (B.139)

を用いると,式 (B.138)は,
DI

Dt
+ pα∇·v = Q̇E (B.140)

となる. これは,流体における内部エネルギーの式である.

また,流体素片の組成変化は拡散フラックスのような非保存の湧きだしや吸い込みがない
限り変化しないと考えると,全非保存項を Ṡ とすると,

DS

Dt
= Ṡ (B.141)

とかける.

ここで, 比エントロピーの時間変化について考える. 式 (B.136) を物質微分したものに式
(B.140), (B.141)を代入すると,

Dη

Dt
=

1

T
Q̇E − µ

T
Ṡ ≡ 1

T
Q̇ (B.142)

となり, 3では熱の式と呼んでいる,比エントロピーの式 (B.84)が得られた.

B.6 式 (B.115)に対する東西平均場が満たす方程式系

この節では, Vallis(2006)にもとづき,式 (B.115)に対する東西平均場が満たす方程式系を
導出する.

ここで,各従属変数が東西平均場と擾乱場に分ける. すると各従属変数は,

u = ū+ u′ , (B.143a)

v = v̄ + v′ , (B.143b)

w = w̄ + w′ , (B.143c)

ϕ = ϕ̄+ ϕ′ , (B.143d)

Fx = F̄x + F ′
x (B.143e)

とかける. よって,式 (B.115a)は,

∂(ū+ u′)

∂t
+

∂

∂x
(ū+ u′)2 +

∂

∂y
(ū+ u′)(v̄ + v′) +

∂

∂z
(ū+ u′)(w̄ + w′)− f(v̄ + v′)
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= −∂(ϕ̄+ ϕ′)

∂x
+ F̄x + F ′

x . (B.144)

ここで,東西平均をとると, x微分は 0となり,さらに擾乱成分の東西平均は 0になるため,

∂ū

∂t
+

∂

∂y
(ūv̄) +

∂

∂y
(u′v′) +

∂

∂z
(ūw̄) +

∂

∂z
(u′w′)− fv̄ = F̄x . (B.145)

ここで,式 (B.145)の左辺第 2項と第 4項を取り出すと,

∂

∂y
(ūv̄) +

∂

∂z
(ūw̄) =

∂ū

∂y
v̄ + ū

∂ v̄

∂y
+

∂ū

∂z
w̄ + ū

∂w̄

∂z

= ū
∂ v̄

∂y
+ ū

∂w̄

∂z
+ ū

∂ ū

∂x
− ū

∂ ū

∂x
+ v̄

∂ ū

∂y
+ w̄

∂ū

∂z

= ū

(
∂ū

∂x
+

∂v̄

∂y
+

∂w̄

∂z

)
− ū

∂ ū

∂x
+ v̄

∂ ū

∂y
+ w̄

∂ū

∂z
(B.146)

となり,式 (B.110b)より,式 (B.146)は,

∂

∂y
(ūv̄) +

∂

∂z
(ūw̄) = −ū

∂ ū

∂x
+ v̄

∂ ū

∂y
+ w̄

∂ū

∂z

= −1

2

∂

∂x
(ū2) + v̄

∂ ū

∂y
− v̄

∂ v̄

∂x
+ v̄

∂ v̄

∂x
+ w̄

∂ū

∂z

= −1

2

∂

∂x
(ū2)− v̄

(
−∂ū

∂y
+

∂v̄

∂x

)
+ v̄

∂ v̄

∂x
+ w̄

∂ū

∂z

= −1

2

∂

∂x
(ū2)− v̄ζ +

1

2

∂

∂x
(v̄2) + w̄

∂ū

∂z
(B.147)

となる. ただし, ζ = (∇×v) · kである. 東西平均した項の x微分は 0となるので,

∂

∂y
(ūv̄) +

∂

∂z
(ūw̄) = −v̄ζ + w̄

∂ū

∂z
(B.148)

となる. よって,式 (B.148)を式 (B.145)に代入して,

∂ū

∂t
+

∂

∂y
(u′v′) +

∂

∂z
(u′w′)− fv̄ − v̄ζ + w̄

∂ū

∂z
= F̄x ,

∂ ū

∂t
− (f + ζ)v̄ + w̄

∂ū

∂z
= − ∂

∂y
(u′v′)− ∂

∂z
(u′w′) + F̄x

(B.149)

となる. 同様に y 成分, bの式,連続の式についても同様の操作をしてまとめると,最終的に
ブシネスク方程式系は以下のようになる.

∂ū

∂t
− (f + ζ)v̄ + w̄

∂ū

∂z
= − ∂

∂y
(u′v′)− ∂

∂z
(u′w′) + F̄x , (B.150a)
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∂v̄

∂t
+ v̄

∂ v̄

∂y
+ w̄

∂ v̄

∂z
= − ∂

∂y
(v′2)− ∂

∂z
(v′w′) + F̄y , (B.150b)

∂p̄

∂z
= −gρ̄ , (B.150c)

∂v̄

∂y
+

∂w̄

∂z
= 0 , (B.150d)

∂b̄

∂t
+ w̄

∂ b̄

∂z
= − ∂

∂y
(v′b′)− ∂

∂z
(w′b′) + S̄q . (B.150e)

ただし,静水圧平衡の式での¯は東西平均ではなく,水平平均を表している.

2026年 3月 30日 (小野寺玲旺)



金星スーパーローテーションの理解のための基礎知識：TEM方程式と熱潮汐波 97

付録 C

補足：波を記述する方程式

この付録は Andrews et al. (1987) と Longuet-Higgins and Selwyn (1968) を参考に様々な
波についてまとめている [1, 10]．

C.1 式 (4.10)の導出

始める方程式は，

Du

Dt
−
(
u tanφ

a
+ f

)
v +

Φλ

a cosφ
= X , (C.1a)

Dv

Dt
+

(
u tanφ

a
+ f

)
u+

Φφ

a
= Y , (C.1b)

Φz = H−1Rθe−κz/H , (C.1c)

uλ + (v cosφ)φ
a cosφ

+
(ρ0w)z
ρ0

= 0 , (C.1d)

Dθ

Dt
= Sq . (C.1e)

ここで，各従属点数を無次元振幅パラメータ α ≪ 1を用いて

u = ū0 + u′ +O(α2) , (C.2a)

v = v′ +O(α2) , (C.2b)

w = w′ +O(α2) , (C.2c)
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Φ = Φ̄ + Φ′ +O(α2) , (C.2d)

θ = θ̄ + θ′ +O(α2) , (C.2e)

と展開する．ただし，擾乱項 u′, v′, w′,Φ′, θ′ は O(α)である．O(α2)以降を無視すると，
式 (C.1a)は

D (ū0 + u′)

Dt
−
(
(ū0 + u′) tanφ

a
+ f

)
v′ +

(
Φ̄0 +Φ′)

λ

a cosφ

=
D (ū0 + u′)

Dt
−
(
ū0 tanφ

a
+ f

)
v′ +

Φ′
λ

a cosφ

=
∂ (ū0 + u′)

∂t
+

(ū0 + u′)

a cosφ
(ū0 + u′)λ + a−1v′ (ū0 + u′)φ + w′ (ū0 + u′)z

−
(
ū0 tanφ

a
+ f

)
v′ +

Φ′
λ

a cosφ

=
∂u′

∂t
+

ū0

a cosφ
u′
λ + a−1ū0φv

′ + ū0zw
′ −
(
ū0 tanφ

a
+ f

)
v′ +

Φ′
λ

a cosφ

= D̄u′ + [(a cosφ)−1(ū0 cosφ)φ − f ]v′ + ū0zw
′ + (a cosφ)−1Φ′

λ

= X ′ . (C.3)

ただし，
D̄ ≡ ∂

∂t
+

ū0

a cosφ

∂

∂λ

である．式 (C.1b)は，式 (4.2b)より

Dv′

Dt
+

(
(ū0 + u′) tanφ

a
+ f

)
(ū0 + u′) +

(
Φ̄0 +Φ′)

φ

a

=
∂v′

∂t
+

(ū0 + u′)

a cosφ
v′λ +

(
f +

ū0 tanφ

a

)
ū0 + fu′ + 2ū0u

′ tanφ+ a−1Φ̄0φ + a−1Φ′
φ

=
∂v′

∂t
+

ū0

a cosφ
v′λ + fu′ + 2a−1ū0u

′ tanφ+ a−1Φ′
φ

= D̄v′ +
(
f + 2ū0a

−1 tanφ
)
u′ + a−1Φ′

φ

= Y ′ . (C.4)

式 (C.1c)は式 (4.2c)より(
Φ̄0 +Φ′)

z
= H−1R

(
θ̄0 + θ′

)
e−κz/H ,

Φ′
z = H−1Rθ′e−κz/H . (C.5)
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式 (C.1d)は

(ū0 + u′)λ + (v′ cosφ)φ
a cosφ

+
(ρ0w

′)z
ρ0

= (a cosφ)
−1

[u′
λ + (v′ cosφ)φ] + ρ−1

0 (ρ0w
′)z

= 0 . (C.6)

式 (C.1e)は

D
(
θ̄0 + θ′

)
Dt

=
∂
(
θ̄0 + θ′

)
∂t

+
(ū0 + u′)

a cosφ

(
θ̄0 + θ′

)
λ
+ a−1v′

(
θ̄0 + θ′

)
φ
+ w′ (θ̄0 + θ′

)
z

=
∂θ′

∂t
+

ū0

a cosφ
θ′λ + a−1θ̄0φv

′ + θ̄0zw
′

= D̄θ′ + a−1θ̄0φv
′ + θ̄0zw

′

= S′
q . (C.7)

まとめると，

D̄u′ + [(a cosφ)−1(ū0 cosφ)φ − f ]v′

+ ū0zw
′ + (a cosφ)−1Φ′

λ = X ′ , (C.8a)

D̄v′ + (f + 2ū0a
−1 tanφ)u′ + a−1Φ′

φ = Y ′ , (C.8b)

Φ′
z = H−1Rθ′e−κz/H , (C.8c)

(a cosφ)−1[u′
λ + (v′ cosφ)φ] + ρ−1

0 (ρ0w
′)z = 0 , (C.8d)

D̄θ′ + a−1θ̄0φv
′ + θ̄0zw

′ = S′
q . (C.8e)

ただし，
D̄ ≡ ∂

∂t
+

ū0

a cosφ

∂

∂λ

である．

C.2 式 (4.18a)の下方境界条件の導出

ジオポテンシャルの定義より
Φ =

∫ z∗

0

gdz∗ . (C.9)
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ただし，Φはジオポテンシャル，z∗ は幾何的距離, g は重力加速度である．ここで

Φ =

∫ h

0

gdz∗ ≈ gh (C.10)

とすると，以下の式
DΦ

Dt
= g

Dh

Dt
(C.11)

が成り立つ．ただし，h(λ, φ, t) は地表面高度である．ここで，地表面が平坦であり，
z∗ = 0で変動なしと仮定すると，Φλ = Φφ = 0, Dh/Dt = 0となるので，

DΦ

Dt
= 0 ,

∂Φ

∂t
+ (a cosφ)

−1
u
∂Φ

∂λ
+ a−1v

∂Φ

∂φ
+ w

∂Φ

∂z
= 0 ,

∂Φ

∂t
+ w

∂Φ

∂z
= 0 at z = 0 . (C.12)

帯状平均流に対する線形化を行うと，v̄ = w̄ = 0となる．また各従属変数を無次元振幅パ
ラメータ α ≪ 1を用いて以下のように展開する．

w = w′(λ, φ, z, t) +O(α2) , (C.13)

Φ = Φ̄0(φ, z) + Φ′(λ, φ, z, t) +O(α2) (C.14)

ただし，擾乱項 w′,Φ′ は O(α)である．このとき擾乱の一次の式は

Φ′
t + w′Φ̄0z = 0 at z = 0 (C.15)

となる．式 (4.2c)と温位の定義より

Φ′
t + w′Φ̄0z = 0 ,

Φ′
t + w′H−1Rθ̄0e

−κz/H = 0 ,

Φ′
t + w′H−1RT̄ (0) = 0 at z = 0 . (C.16)

ただし，T̄ (0)は地表面での平均気温である．これに式 (4.14), (4.17)より

Φ̃te
e/2HU +

RT̄ (0)

H
ee/2HWw̃ = 0 ,

dW

dz
− W

2H
+

RT̄ (0)

H

W

gh
= 0 ,

dW

dz
+

(
RT̄ (0)

gh
− 1

2

)
W

H
= 0 (C.17)

となり，式 (4.18a)の下方境界条件の導出ができた．
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C.3 式 (4.20a), (4.20b), (4.21a)の導出

始める式は，

ũt − fṽ + (a cosφ)
−1

Φ̃λ = 0 , (C.18a)

ṽt + fũ+ a−1Φ̃φ = 0 , (C.18b)

(a cosφ)
−1
[
ũλ + (ṽ cosφ)φ

]
+ (gh)

−1
Φ̃t = 0 . (C.18c)

これは本資料の (4.15)である．

まずこの方程式の解を

{ũ, ṽ, Φ̃} = ℜ
[{

û(φ), v̂(φ), Φ̂(φ)
}
(exp i (sλ− 2Ωσt))

]
(C.19)

と仮定して式 (C.18a), (C.18b)を û, v̂ について解くと，まず式 (C.18a)より

−2Ωσiû− fv̂ + (a cosφ)
−1

Φ̂si = 0 ,

−2Ωσiû− 2Ω sinφv̂ + (a cosφ)
−1

Φ̂si = 0 ,

û = (2Ωσa cosφ)
−1

sΦ̂− (σi)
−1

sinφ · v̂ .
(C.20)

また，式 (C.18b)より，

−2Ωσiv̂ + fû+ a−1Φ̂φ = 0 ,

−2Ωσiv̂ + 2Ω sinφû+ a−1Φ̂φ = 0,

v̂ = (σi)
−1

sinφ · û+ (2Ωσai)
−1

Φ̂φ . (C.21)

式 (C.20)に式 (C.21)を代入し，

û = (2Ωσa cosφ)
−1

sΦ̂− (σi)
−1

sinφ ·
[
(σi)

−1
sinφ · û+ (2Ωσai)

−1
Φ̂φ

]
= (2Ωσa cosφ)

−1
sΦ̂ + σ−2 sin2 φ · û+

(
2Ωσ2a

)−1
sinφ · Φ̂φ ,

2Ωσ2aû = cos−1 φ · σsΦ̂ + 2Ωa sin2 φ · û+ sinφ · Φ̂φ ,

2Ωa
(
σ2 − sin2 φ

)
û = cos−1 φ · σsΦ̂ + sinφ · Φ̂φ ,

û =
[
2Ωa

(
σ2 − sin2 φ

)]−1
[
cos−1 φ · σsΦ̂ + sinφ · Φ̂φ

]
. (C.22)
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同様に式 (C.21)に式 (C.20)を代入すると，

v̂ = −
[
2Ωa

(
σ2 − sin2 φ

)]−1
i
[
tanφ · sΦ̂ + σΦ̂φ

]
. (C.23)

ここで，µ ≡ sinφを導入する．すると，cosφdφ = dµとなる．そして，µによる微分を
添え字で表すこととする．
式 (C.18c)に式 (C.22), (C.23)を代入し

(a cosφ)
−1

cos−1 φ · σsΦ̂ + µΦ̂φ

2Ωa (σ2 − µ2)
si+

−
i
(
tanφ · sΦ̂ + σΦ̂φ

)
2Ωa (σ2 − µ2)


φ

cosφ

−

−
i
(
tanφ · sΦ̂ + σΦ̂φ

)
2Ωa (σ2 − µ)

µ

− (gh)
−1

Φ̂2Ωσi = 0 ,

σ−1

−(1− µ2
)−1

σsΦ̂ + µΦ̂µ

σ2 − µ2
s+

{
tanφ · sΦ̂ + σΦ̂φ

σ2 − µ2

}
φ

−

{
µ
(
1− µ2

)−1
sΦ̂ + σΦ̂µ

σ2 − µ2

}
µ

]
+

4Ω2a2

gh
Φ̂ = 0 .

(C.24)

ここで，ラムのパラメータ γ ≡ 4Ω2a2/ghを導入する．また，式 (C.24)の左辺第 2項は{
tanφ · sΦ̂ + σΦ̂φ

σ2 − µ2

}
φ

=

(
1− µ2

)−1
sΦ̂ + µsΦ̂µ + σΦ̂φφ

σ2 − µ2
+ 2

µ2sΦ̂ + µ
(
1− µ2

)
σΦ̂µ

(σ2 − µ2)
2 (C.25)

となるため，式 (C.24)は

σ−1

[
−
(
1− µ2

)−1
σsΦ̂ + µΦ̂µ

σ2 − µ2
s+

{(
1− µ2

)−1
sΦ̂ + µsΦ̂µ + σΦ̂φφ

σ2 − µ2

+2
µ2sΦ̂ + µ

(
1− µ2

)
σΦ̂µ

(σ2 − µ2)
2

}
−

{
µ
(
1− µ2

)−1
sΦ̂ + σΦ̂µ

σ2 − µ2

}
µ

]
+

4Ω2a2

gh
Φ̂ = 0 ,

1

σ (σ2 − µ2)

[
− σs2Φ̂

1− µ2
− sµΦ̂µ +

sΦ̂

1− µ2
+ µsΦ̂µ + σΦ̂φφ

+2
µ2sΦ̂ + µ

(
1− µ2

)
σΦ̂µ

σ2 − µ2
− µ2sΦ̂

1− µ2
− σµΦ̂µ

]
+ γΦ̂ = 0 ,
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1

σ (σ2 − µ2)

[
− σs2Φ̂

1− µ2
+ sΦ̂ + σΦ̂φφ + 2

µ2sΦ̂

σ2 − µ2

+2
µ
(
1− µ2

)
σΦ̂µ

σ2 − µ2
− σµΦ̂µ

]
+ γΦ̂ = 0 ,

− Φ̂

σ2 − µ2

[
s2

1− µ2
+

−s
(
σ2 + µ2

)
σ (σ2 − µ2)

]

+
1

σ2 − µ2

[
Φ̂φφ + 2

µ
(
1− µ2

)
Φ̂µ

σ2 − µ2
− µΦ̂µ

]
+ γΦ̂ = 0 .

(C.26)

ここで，µの二階常微分作用素L を以下のように定義する．

L =
d

dµ

[
1− µ2

σ2 − µ2

d

dµ

]
− 1

σ2 − µ2

[
s2

1− µ2
+

−s
(
σ2 + µ2

)
σ (σ2 − µ2)

]
. (C.27)

すると，L Φ̂は

L Φ̂ =
d

dµ

[
1− µ2

σ2 − µ2
Φ̂µ

]
− Φ̂

σ2 − µ2

[
s2

1− µ2
+

−s
(
σ2 + µ2

)
σ (σ2 − µ2)

]
. (C.28)

ここで，Φ̂µµ は Φ̂µ, Φ̂φφ を用いて

Φ̂µµ =
1

cosφ

(
Φ̂φ

cosφ

)
φ

=
Φ̂φφ

1− µ2
+

µΦ̂µ

1− µ2
(C.29)

と表せるため，式 (C.28)の右辺第 1項は，

d

dµ

[
1− µ2

σ2 − µ2
Φ̂µ

]
=

−2µ
(
σ2 − µ2

)
+ 2µ

(
1− µ2

)
(σ2 − µ2)

2 Φ̂µ +
1− µ2

σ2 − µ2
Φ̂µµ

= − µΦ̂µ

σ2 − µ2
+

2µ
(
1− µ2

)
(σ2 − µ2)

2 Φ̂µ +
Φ̂φφ

σ2 − µ2

=
1

σ2 − µ2

[
Φ̂φφ + 2

µ
(
1− µ2

)
Φ̂µ

σ2 − µ2
− µΦ̂µ

]
. (C.30)

つまり，

L Φ̂ =
1

σ2 − µ2

[
Φ̂φφ + 2

µ
(
1− µ2

)
Φ̂µ

σ2 − µ2
− µΦ̂µ

]
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− Φ̂

σ2 − µ2

[
s2

1− µ2
+

−s
(
σ2 + µ2

)
σ (σ2 − µ2)

]
. (C.31)

まとめると，
L Φ̂ + γΦ̂ = 0 . (C.32)

ただし，
L =

d

dµ

[
1− µ2

σ2 − µ2

d

dµ

]
− 1

σ2 − µ2

[
s2

1− µ2
+

−s
(
σ2 + µ2

)
σ (σ2 − µ2)

]
(C.33)

は µ ≡ sinφ(−1 ≤ µ ≤ 1)に関する二階常微分作用素である．

C.4 式 (4.31)の導出

始める式は，

u′
t − fv′ + (a cosφ)

−1
Φ′

λ = X ′ , (C.34a)

v′t + fu′ + a−1Φ′
φ = Y ′ , (C.34b)

(a cosφ)
−1
[
u′
λ + (v′ cosφ)φ

]
+ ρ−1

0 (ρ0w
′)z = 0 , (C.34c)

Φ′
zt +N2w′ = κJ ′/H (C.34d)

これは本資料の (4.13)である．

今回は日周加熱強制項による影響を考えていく．散逸項に対して，X ′ = Y ′ = 0とし，す
べての変数に e−λ−Ωt の日周依存性を与える．つまり，以下のように表せるとする．

u′ = u(1)e−λ−Ωt , (C.35a)

v′ = v(1)e−λ−Ωt , (C.35b)

w′ = w(1)e−λ−Ωt , (C.35c)

Φ′ = Φ(1)e−λ−Ωt , (C.35d)

J ′ = J (1)e−λ−Ωt . (C.35e)

式 (C.34a), (C.34b) に式 (C.35) を代入して，u(1), v(1) を Φ(1) で表していく．ただし，
µ ≡ sinφである．

u′
t − fv′ + (a cosφ)

−1
Φ′

λ = 0 ,
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−iΩu(1)e−λ−Ωt − fv(1)e−λ−Ωt

−i (a cosφ)
−1

Φ(1)e−λ−Ωt = 0 ,

iΩu(1) = 2Ωµv(1) + i (a cosφ)
−1

Φ(1) ,

u(1) = − (iΩ)
−1
[
2Ωµv(1) + i (a cosφ)

−1
Φ(1)

]
. (C.36)

同様に，
v(1) = (iΩ)

−1
[
2Ωµu(1) + a−1Φ(1)

φ

]
. (C.37)

式 (C.36)に式 (C.37)を代入すると

u(1) = − (iΩ)
−1
[
2Ωµ (iΩ)

−1
{
2Ωµu(1) + a−1Φ(1)

φ

}
+ i (a cosφ)

−1
Φ(1)

]
,

Ω2u(1) = 4Ω2µ2u(1) + 2a−1ΩµΦ(1)
φ − (a cosφ)

−1
ΩΦ(1) ,

Ω
(
1− 4µ2

)
u(1) = (a cosφ)

−1
[
2µΦ(1)

φ cosφ− Φ(1)
]
,

u(1) =
{
aΩ
(
1− 4µ2

)
cosφ

}−1
[
2µ
(
1− µ2

)
Φ(1)

µ − Φ(1)
]
. (C.38)

同様に式 (C.37)に式 (C.36)を代入すると

v(1) = i
{
aΩ
(
1− 4µ2

)
cosφ

}−1
[
−
(
1− µ2

)
Φ(1)

µ + 2µΦ(1)
]
. (C.39)

そして，Φ(1) を w(1), J (1) で表していく．式 (C.34d)に式 (C.35)を代入すると

−iΩΦ(1)
z e−λ−Ωt +N2w(1)e−λ−Ωt = κJ (1)e−λ−Ωt/H ,

−iΩΦ(1)
z = κJ (1)/H −N2w(1) (C.40)

となる．ここで一度次の計算のために v
(1)
µ を計算しておく．

v(1)µ

= i
{
aΩ
(
1− 4µ2

)
cosφ

}−1

µ

[
−
(
1− µ2

)
Φ(1)

µ + 2µΦ(1)
]

+ i
{
aΩ
(
1− 4µ2

)
cosφ

}−1
[
−
(
1− µ2

)
Φ(1)

µ + 2µΦ(1)
]
µ

=− i
aΩ
[
−
(
1− µ2

)
Φ

(1)
µ + 2µΦ(1)

] {
−8µ2 cosφ− µ

(
1− 4µ2

)
cos−1 φ

}
{aΩ(1− 4µ2) cosφ}2

+ i
−
(
1− µ2

)
Φ

(1)
µµ + 2µΦ

(1)
µ + 2µΦ

(1)
µ + 2Φ(1)

aΩ(1− 4µ2) cosφ

= i
16µ2Φ(1) − 8µΦ

(1)
µ + 8µ3Φ

(1)
µ + 2µ2

(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)−1
Φ(1) − µΦ

(1)
µ + 4µ3Φ

(1)
µ

aΩ(1− 4µ2)
2
cosφ
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+ i
−
(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)
Φ

(1)
µµ + 2Φ(1) − 8µ2Φ(1) + 4µΦ

(1)
µ − 16µ3Φ

(1)
µ

aΩ(1− 4µ2)
2
cosφ

= i
−
(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)
Φ

(1)
µµ +

{
−4µ3 − 5µ

}
Φ

(1)
µ +

{
8µ2 + 2 + 2µ2

(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)−1
}
Φ(1)

aΩ(1− 4µ2)
2
cosφ

.

(C.41)

これに伴って，u(1) と v(1) も書き直すと，

u(1) =

(
8µ5 − 10µ3 + 2µ

)
Φ

(1)
µ +

(
−1 + 4µ2

)
Φ(1)

aΩ(1− 4µ2)
2
cosφ

, (C.42)

v(1) = i

(
−4µ4 + 5µ2 − 1

)
Φ

(1)
µ +

(
2µ− 8µ3

)
Φ(1)

aΩ(1− 4µ2)
2
cosφ

. (C.43)

式 (C.42), (C.43), (C.41)より，式 (C.34c)は

(a cosφ)
−1
[
−iu(1) +

(
1− µ2

)
v(1)µ − µv(1)

]
− w(1)

H
+ w(1)

z = 0 ,

i
[
a2Ω

(
1− 4µ2

)2 (
1− µ2

)]−1 [(
−8µ5 + 10µ3 − 2µ

)
Φ(1)

µ +
(
−4µ2 + 1

)
Φ(1)

+
(
1− µ2

) [
−
(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)
Φ(1)

µµ +
{
−4µ3 − 5µ

}
Φ(1)

µ

+
{
8µ2 + 2 + 2µ2

(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)−1
}
Φ(1)

]
+
(
4µ5 − 5µ3 + µ

)
Φ(1)

µ

+
(
−2µ2 + 8µ4

)
Φ(1)

]
− w(1)

H
+ w(1)

z = 0 ,

i
[
a2Ω

(
1− 4µ2

)2 (
1− µ2

)]−1 [(
−8µ5 + 10µ3 − 2µ

)
Φ(1)

µ +
(
−4µ2 + 1

)
Φ(1)

−
(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)2
Φ(1)

µµ +
{
4µ5 + µ3 − 5µ

}
Φ(1)

µ +
{
−16µ4 + 8µ2 + 2

}
Φ(1)

+
(
4µ5 − 5µ3 + µ

)
Φ(1)

µ +
(
−2µ2 + 8µ4

)
Φ(1)

]
− w(1)

H
+ w(1)

z = 0 ,

i
[
a2Ω

(
1− 4µ2

)2 (
1− µ2

)]−1 [
−
(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)2
Φ(1)

µµ − 6µ
(
1− µ2

)
Φ(1)

µ

+
(
−8µ4 + 2µ2 + 3

)
Φ(1)

]
− w(1)

H
+ w(1)

z = 0 ,

i
[
a2Ω

(
1− 4µ2

)2 (
1− µ2

)]−1

R(1)Φ(1) − w(1)

H
+ w(1)

z = 0 .

(C.44)

ただし，

R(1) = −
(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)2 d2

dµ2
− 6µ

(
1− µ2

) d

dµ
+
(
−8µ4 + 2µ2 + 3

)
(C.45)
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である．ここで，Θ
(1)
n に対応するL (1) は

L (1) =
d

dµ

[
4
1− µ2

1− 4µ2

d

dµ

]
− 4

1− 4µ2

[
2
(
1 + 4µ2

)
1− 4µ2

+
1

1− µ2

]

= 4
1− µ2

1− 4µ2

d2

dµ2
+

24µ

(1− 4µ2)
2

d

dµ
− 4

1− 4µ2

[
8µ2 + 2

1− 4µ2
+

1

1− µ2

]
. (C.46)

つまり(
1− 4µ2

)2 (
1− µ2

)
4

L (1)

=
(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)2 d2

dµ2
+ 6µ

(
1− µ2

) d

dµ
+
(
−8µ2 − 2 + 8µ4 + 2µ2 − 1 + 4µ2

)
=
(
1− 4µ2

) (
1− µ2

)2 d2

dµ2
+ 6µ

(
1− µ2

) d

dµ
+
(
8µ4 − 10µ2 − 3

)
= −R(1) . (C.47)

よって，式 (C.44)は

−i
[
4a2Ω

]−1
L (1)Φ(1) − w(1)

H
+ w(1)

z = 0 ,[
4a2Ω2

]−1
L (1)

{
−iΩΦ(1)

}
− w(1)

H
+ w(1)

z = 0 (C.48)

となる．式 (C.48)を z で偏微分して式 (C.40)を用いると

[
4a2Ω2

]−1
L (1)

{
κJ (1)

H
−N2w(1)

}
− w

(1)
z

H
+ w(1)

zz = 0 . (C.49)

さらに式 (4.29), (4.30)を代入し n番目について取り出して考えると

[
4a2Ω2

]−1
L (1)

{
κJ

(1)
n (z)Θ

(1)
n (µ)

H
−N2ez/2HW (1)

n (z)Θ(1)
n (µ)

}

−

(
ez/2HW

(1)
n (z)Θ

(1)
n (µ)

)
H

+
{
ez/2HW (1)

n (z)Θ(1)
n (µ)

}
zz

= 0 ,

[
4a2Ω2

]−1

{
κJ

(1)
n (z)

H
−N2ez/2HW (1)

n (z)

}
L (1)Θ(1)

n (µ)

−


(
ez/2HW

(1)
n (z)

)
z

H
−
{
ez/2HW (1)

n (z)
}
zz

Θ(1)
n (µ) = 0 ,
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[
4a2Ω2

]−1

{
κJ

(1)
n (z)e−z/2H

H
−N2W (1)

n (z)

}
ez/2HL (1)Θ(1)

n (µ)

−

[
W

(1)
n

2H2
+

W
(1)
nz

H
− W

(1)
n

4H2
− W

(1)
nz

H
−W (1)

nzz

]
ez/2HΘ(1)

n (µ) = 0 ,{
κJ

(1)
n (z)e−z/2H

H
−N2W (1)

n (z)

}[
4a2Ω2

]−1
L (1)Θ(1)

n (µ)

−

[
W

(1)
n

4H2
−W (1)

nzz

]
Θ(1)

n (µ) = 0 . (C.50)

ここで，Θ
(1)
n に対応するラプラスの潮汐方程式を考える．

L (1)Θ(1)
n + γ(1)

n Θ(1)
n = 0 ,

L (1)Θ(1)
n = −4a2Ω2

gh
(1)
n

Θ(1)
n ,

(
4a2Ω2

)−1
L (1)Θ(1)

n = − Θ
(1)
n

gh
(1)
n

(C.51)

より，式 (C.50)は[
−κJ

(1)
n e−z/2H

gHh
(1)
n

+
N2

gh
(1)
n

W (1)
n (z)− W

(1)
n

4H2
+W (1)

nzz

]
Θ(1)

n (µ) = 0 ,

−κJ
(1)
n e−z/2H

gHh
(1)
n

+
N2

gh
(1)
n

W (1)
n (z)− W

(1)
n

4H2
+W (1)

nzz = 0 ,

d2W
(1)
n

dz2
+

[
N2

gh
(1)
n

− 1

4H2

]
W (1)

n =
κJ

(1)
n e−z/2H

gHh
(1)
n

(C.52)

となり，式 (4.31)の導出ができた．

C.5 鉛直伝播擾乱の平均波エネルギーの減衰の証明

鉛直伝播擾乱の平均波エネルギーは以下のように表される．
1

2
ρ0(u′2 + v′2 +Φ′2/N2)
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高度は z > zupper を考えているので，N2 = N2
∞ は定数となる．この式に式 (4.14a),

(4.17a)を代入すると，
1

2
ρ0(u′2 + v′2 +Φ′2/N2

∞) =
1

2
ρ0(ũ2 + ṽ2 + Φ̃2/N2

∞)ez/HU2 ,

=
1

2
ρ0(ũ2 + ṽ2 + Φ̃2/N2

∞)ez/H

(
W (1)

nz − W
(1)
n

2H

)2

. (C.53)

この式の両辺を z で偏微分して式 (4.18a)と ρ0 ∝ e−z/H を用いると

∂

∂z

[
1

2
ρ0(u′2 + v′2 +Φ′2/N2

∞)

]

=
∂

∂z

1
2
ρ0(ũ2 + ṽ2 + Φ̃2/N2

∞)ez/H

(
W (1)

nz − W
(1)
n

2H

)2


=
1

2
(ũ2 + ṽ2 + Φ̃2/N2

∞)
∂

∂z

ρ0ez/H (W (1)
nz − W

(1)
n

2H

)2


=
1

2
(ũ2 + ṽ2 + Φ̃2/N2

∞)

−ρ0
H

ez/H

(
W (1)

nz − W
(1)
n

2H

)2

+ ρ0
ez/H

H

(
W (1)

nz − W
(1)
n

2H

)2

+2ρ0e
z/H

(
W (1)

nz − W
(1)
n

2H

)(
W (1)

nzz −
W

(1)
nz

2H

)]

=(ũ2 + ṽ2 + Φ̃2/N2
∞)ρ0e

z/H

(
W (1)

nz − W
(1)
n

2H

)(
W (1)

nzz −
W

(1)
nz

2H

)
. (C.54)

ここで，解の形として指数関数的解

W (1)
n ∝ e−mz , (C.55a)

m =

[
1

4H2
− N2

gh

]1/2
(C.55b)

を考えると式 (C.54)は

∂

∂z

[
1

2
ρ0(u′2 + v′2 +Φ′2/N2

∞)

]
=(ũ2 + ṽ2 + Φ̃2/N2

∞)ρ0e
z/H

(
−mW (1)

n − W
(1)
n

2H

)(
m2W (1)

n +
mW

(1)
n

2H

)

=− (ũ2 + ṽ2 + Φ̃2/N2
∞)mW (1)

n

2
ρ0e

z/H

(
m+

1

2H

)2
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<0 (C.56)

となり，鉛直伝播擾乱の平均波エネルギーは高度と共に減少すると分かる．
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