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1. (曲線のパラメーター表示) 点 Pの座標が変数 tの連続関数になっているとする．tの変
化とともに Pは空間曲線を描く．Pの座標ベクトルを r = (x, y, z)とすれば

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) = x(t)i + y(t)j + z(t)k

である．これを曲線のパラメーター tによる表示と呼ぶ．tが a ≤ t ≤ bの範囲を変化する
時，t = aに対応する Pの座標を始点，t = bに対応する座標を終点と呼ぶ．
曲線上の各点の接線ベクトル r′(t)は

r′(t) =
dr(t)

dt
= lim

∆t→0

r(t + ∆t)− r(t)

∆t

で与えられる．この式は以下のようにも書ける

dr = dxi + dyj + dzk = (
dx

dt
i +

dy

dt
j +

dz

dt
k)dt

drは線素ベクトルとも呼ばれる．
tが微少量変化する時の線素 (点 Pの移動距離)dsは

ds =
√

dr · dr =

√√√√
(

dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt = |r′(t)|dt

で与えられる．これを始点から終点まで積分すると曲線全体の長さ sが得られる．

s =
∫ s

0
ds =

∫ b

a

√√√√
(

dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt

以下具体例を考えよう．曲線 r(t) = p cos t i+ p sin t j + qt k (p, qは実定数)について，以
下の問いに答えよ

(1)この曲線の概形を図示せよ

(2)点 (p, 0, 0)における接線ベクトルと，接線の方程式を求めよ．

(3)この曲線上の任意の点における接線は z軸と定角をなすことを示せ．

(4) 0 ≤ t ≤ 2πのとき，曲線の長さを求めよ．
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2. (線積分) ベクトル場A(r) = (a1(r), a2(r), a3(r))の曲線Cに沿った線積分とは，Aと線
素ベクトル drの内積を曲線全体に渡って足しあげたものとして定義される．則ち

曲線C上のベクトル場の線積分 =
∫

C
A · dr

=
∫

C
a1(r)dx +

∫

C
a2(r)dy +

∫

C
a3(r)dz

である．このときCは積分路ともよばれる．Cが変数 tでパラメータ表示されているとき，
dr = r′(t)dtなので， ∫

C
A · dr =

∫

C
A(r) · r′(t)dt

が成り立つ．
このとき以下の問いに答えよ

(1) A =
r′

|r′|のとき，上式は曲線Cの長さを与えることを示せ．

(2) 2次元ベクトル場A = (x− y, y − x)の点 (0,0)から点 (1,1)までの次の曲線C1, C2, C3

に沿った線積分をそれぞれ求めよ．

C1 : y = x C2 : y = x2 　C3 : y3 = x

(3) 2次元ベクトル場A = (y, x)の点 (0,0)から点 (1,1)までのC1, C2, C3に沿った線積分を
それぞれ求めよ．

3. (勾配の線積分) スカラー場 ϕの勾配 gradϕを点Aから Bにいたる曲線Cに沿って線積
分する．このとき Cの取り方によらず

∫

C
gradϕ = ϕ(B)− ϕ(A)

であることを示せ．

4. (保存ベクトル場)ベクトル場Aがある．任意の 2点を結ぶ曲線Cに沿ったAの線積分
が始点と終点の座標にのみ依存し，Cの取りかたによらないとき，Aはあるスカラー関数
の勾配になっていることを示せ．スカラー関数の勾配であらわされるベクトル場は保存ベ
クトル場と呼ばれる．

2



5. (曲面のパラメーター表示) 点 Pの座標 r = (x, y, z)が 2変数 u, vの連続関数である時，
u, vの変化とともに Pは曲面を描く．これを曲面のパラメーター u, vによる表示と言う．こ
れを成分で書き下すと

r = r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k

となる．
このとき vを固定して uを動かすと r(u, v)は 1つの曲線を描く．これを u-曲線という．
同様に uを固定して vを動かして得られる曲線を v-曲線という．u, v-曲線の接線ベクトル

ru, rvはそれぞれ ru =
∂r(u, v)

∂u
, rv =

∂r(u, v)

∂v
で与えられる．このとき以下の問いに答

えよ．

(1) S上の各点において Sに垂直なベクトルを法線ベクトルと呼ぶ．ru × rvが点 P(u, v)
における法線ベクトルであることを示せ．

(2)近接した 2本の u-曲線と接近した 2本の v-曲線，計 4本の曲線で囲まれた四辺形状の
部分を考える．P0=P(u, v)，P1=P(u, v + ∆v)，P3=P(u + ∆u, v)とすれば，この部分
はベクトル−−→

P0P1と
−−→
P0P2の作る平行四辺形で近似される．この部分の面積を∆Sとお

くと，
∆S ≈ |(ru × rv)∆u ∆v|

と近似できることを示せ．

ここから定義される

dS = (ru × rv)du dvをベクトル面積素

その大きさ dS = |ru × rv|du dvを単に面積素

という。面積素を足しあげることにより曲面 Sの面積が求められる．つまり
∫

S
dS =

∫

S
|ru × rv|du dv

である．

5. (球面のパラメーター表示)

(1)原点を中心とし，半径 ρの球面は

r = r(θ, φ) = ρ sin θ cos φ i + ρ sin θ sin φ j + ρ cos θ k

とパラメータ表示できることを示せ．

(2)ベクトル面積素と面積素を求めよ．

(3)球面の表面積は 4πρ2で与えられることを示せ．

3



7. (面積分)ベクトル場A(r)の曲面 S上における面積分は，Aと面積素 dSの内積を面全
体で足しあげたものとして定義される．dS = n dS (n = (l, m, n)は単位法線ベクトル)を
用いると，

曲面 S上のベクトル場Aの面積分 =
∫

S
A · dS

=
∫

S
A · n dS

=
∫

S
(a1l + a2m + a3n) dS

とあらわされる．このとき Sを積分領域ともよぶ．Sがパラメータ u, vによって表示され
ている時には， ∫

S
A · dS =

∫

S
A(r(u, v)) · (ru × rv) du dv

とあらわすことができる．
以下の問いに答えよ．

(1) f, gを u, vの関数とする．このときヤコビ行列式 (ヤコビアン)は以下のように定義さ
れる．

∂(f, g)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f

∂u

∂f

∂v
∂g

∂u

∂g

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∂f

∂u

∂g

∂v
− ∂f

∂v

∂g

∂u

これを用いると，

ru × rv =

(
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(z, x)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)

と書けることを示せ．

(2)曲面 Sが z = f(x, y)の形で与えられている場合がある．パラメーターとして x, yを採
用すると Sは以下のように表示できる．

r(x, y) = xi + yj + f(x, y)k

このとき ∫

S
A · dS = 　

∫

D

A · n
|n · k|dx dy

をしめせ．ここで積分領域Dは Sの xy平面への正射影である．
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