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1. (余因子展開) n× n 行列A = (aij)の第 i行，第 j列を除いてできる (n− 1)× (n− 1)
行列の行列式を，Aの第 (i, j)小行列式という．これに符合 (−1)i+jをかけたものをAの第
(i, j)余因子といい，ãijと記す．このとき以下の問いに答えよ．

(1)
det A = a1j ã1j + a2j ã2j + · · ·+ anj ãnj (j = 1, 2, · · · , n) (1)

det A = ai1ãi1 + ai2ãi2 + · · ·+ ainãin (i = 1, 2, · · · , n) (2)

を証明せよ．式 (1)，(2)をそれぞれ第 j列，第 i行に対する余因子展開という．

(2)
a1j ã1l + a2j ã2l + · · ·+ anj ãnl = δjl det A (j, l = 1, 2, · · · , n) (6)

ai1ãk1 + ai2ãk2 + · · ·+ ainãkn = δik det A (k, i = 1, 2, · · · , n) (7)

を証明せよ．ここで δijはクロネッカー δである．

ãjiを (i, j)成分とする (順序に注意)n × n行列 Ãを Aの余因子行列という．式 (6), (7)
から

ÃA = AÃ = (det A)I

が示された．ここから det A 6= 0のとき Ã/ det Aが Aの逆行列であることがわかる．

2. (特性多項式) n× n行列A = (aij)に対して以下のように定義される xの n次多項式

det(xI − A) = det




x− a11 −a22 · · · −a1n

−a21 x− a22 · · · −a2n
...

...
...

−an1 −an2 · · · x− ann




を Aの特性多項式という．det(xI − A) = 0の解を Aの特性根 (または固有値)という．特
性根の一つを λとするとき，

Au = λu

を満たすゼロでないベクトル uを固有ベクトルという．このとき以下の性質が成り立つこ
とを証明せよ．

(1) 行列Aが三角行列ならば，その対角成分は固有値に等しい．

(2) 任意の n× n正則行列 P に対して det(xI − P−1AP ) = det(xI − A)が成り立つ．
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(3) 任意の行列Aは適当な n× n正則行列P を選ぶと P−1AP が上三角行列となるように
できる．

(4) Aの特性多項式が
(x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λn)

ならば Ap (pは自然数)の特性多項式は

(x− λp
1)(x− λp

2) · · · (x− λp
n)

である．

3. (正規方程式) 2種類の観測量 x，yがあり，yが xの関数としてふるまう場合を考える．
最も簡単な関係として，y = ax + bの線形関係を考える．一般に誤差を含む n組みの観測
データ (x1, y1), . . . , (xn, yn)から，aと bを推定する問題を考える．

(1) Q =
n∑

i=1

{yi − (axi + b)}2を残差平方和という．Qを最小化する条件から aと bを求

める方程式を導け．このようにして推定される直線 y = ax + bを回帰直線という．

(2) この問題を観測量 xがベクトル xの場合に一般化する．ここで xは p個の成分か

らなる．このとき yと xに線形関係 y = a0 +
p∑

j=1

ajxjがあるものとする．n組みの誤

差を含む観測データ (x(1), y1), . . . , (x
(n), yn)から aiを求めることを考える．次のよう

に列ベクトルと行列を導入する．

y =




y1

y2
...

yn




, X =




1 x
(1)
1 . . . x(1)

p

1 x
(2)
1 . . . x(2)

p
...

1 x
(n)
1 . . . x(n)

p




, a =




a0

a1
...
ap




このとき残差平方和
n∑

i=1



yi − (a0 +

p∑

j=1

ajxj)





2

が最小になるには aが次の方程式を

満たせば良いことを証明せよ．
tXXa =t Xy

この方程式を正規方程式と呼ぶ．
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