
物理数学演習 I (倉本) No.3 2000年 5月 1日

1. (3重対角行列の行列式) 次のような対角成分とそれに隣接する成分以外の成分が 0 で
ある行列を 3重対角行列という．




a1 b1 0 . . . 0

c1 a2 b2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . cn−2 an−1 bn−1

0 . . . 0 cn−1 an




3重対角行列はいろいろな場面で登場する．以下ではその幾つかの性質を調べる．

(1) 基本的な n× n 3重対角行列

T =




0 1
1 0 1

. . . . . . . . .

1 0 1
1 0




を考える．

uj =t (sin
jπ

n + 1
, sin

2jπ

n + 1
, . . . , sin

njπ

n + 1
) (j = 1, . . . , n)

は T の固有ベクトルであることを示せ．またその固有値も求めよ．

(2) 次の n× n 3重対角行列

A =




a b
c a b

. . . . . . . . .

c a b
c a




, bc 6= 0

は，適当な対角行列 P を用いて次のように変型できることを示せ．ただし Iは単位
行列である．

P−1AP = aI + rT , r2 = bc

(3) Aの固有値と固有ベクトルを求めよ．
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2. (永年方程式 2: n調和振動子) 固体中の弾性振動のモデルとして，n + 2個の等質量
(m)の質点が直線上に並んでおり，隣あう質点が質量の無視できるバネ定数 kのバネで連
結されている系の振動特性を考える．ただし簡単のため両端の質点は固定されており，運
動は質点を結ぶ直線上に限られているものとする．

(1) 両端を除く各質点の平衡位置からの変位をそれぞれ x1, . . . , xnとする．このとき各
質点の運動方程式を書け．

(2) 解を xl = ale
iωt (l = 1, . . . , n)の形に仮定し，運動方程式を (ω2I −A)a = 0の形で

表せ．ここで Aは n× n 行列，Iは n× n 単位行列，a =t (a1, . . . , an)をあらわす．

(3) 永年方程式を解き，固有周期と固有ベクトルを求めよ．

3. (差分法による熱伝導方程式の解法) 1次元の熱伝導方程式

∂T (t, x)

∂t
=

∂2T (t, x)

∂x2

を離散化して (コンピュータで) 解く手法について考察する．ここで時間と空間の単位系を
適当に変換し，熱拡散係数 κは 1とした．

(1) この方程式を 2次元 (t, x)空間上の間隔一定の 2次元格子で離散化する．格子間隔
をそれぞれ ti+1 − ti = h， xj+1 − xj = kと置くことにする．hが時間ステップ幅，k
が空間ステップ幅である．Ti,jを T (ti，xj)の近似値とすると，上記の方程式は

Ti+1,j − Ti,j

h
=

Ti,j+1 − 2Ti,j + Ti,j−1

k2
(1)

と近似できることを示せ (注：もっとも近似のやり方はこの一つではないことに注意
しておく)．

(2) 時間ステップ iでの Ti,jを jについて並べたベクトル u(i) =t (Ti,1, Ti,2, . . . , Ti,n) を
導入する．すると (1)の近似式は n×n 行列 Aを導入して u(i+1) = Au(i)と書くこと
ができる．Aを書き下せ．ただし境界条件 Ti,0 = Ti,n+1 = 0がなりたつものとする．

(3) 式 (1)の解は u(i) = Aiu(0)で与えられる．しかしこれがもとの熱伝導方程式の近似
解になっているためには，ベクトル u(i) のどの成分も i →∞で発散するようなこと
があってはならない．そのためには

h

k2
≤ 1

2

であることが条件となる．これを証明せよ (3重対角行列の固有値を利用する)．
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4. (結晶の対称性) 結晶を微視的に見ると，原子または分子が周期的に規則正しく並んで
いる．このような周期性は 3つの基本周期ベクトル t1, t2, t3により指定される．すなわち，
結晶全体を

tn = n1t1 + n2t2 + n3t3 (n1, n2, n3は任意の整数)

だけ並進させた場合，新しい位置における構造がもとの位置における構造と完全に重なる
(この性質を並進対称性と言う)．

(1) 図のような基本構造が無限に積み重なった NaCl 結晶の場合，基本周期ベクトルは
どのように取れば良いか．図中に記入せよ．

結晶は，並進対称性の他に，回転に対しても対称性を持っていることがある．回転の操
作を Cnと表す．これは角度 2π/n 回転させるという意味である．適当な軸の周りに回転操
作 Cnを行った時，結晶の構造が回転前の構造と重なる場合，この結晶は n回対称性を持
つと呼ばれる．

(2) NaCl結晶はどのような回転対称性を持つか．

(3) 一般に結晶がとりうる回転対称性は 1, 2, 3, 4, 6回対称性のいずれかに限定されるこ
とを示せ．
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5. (空間反転，極性ベクトルと軸性ベクトル)

(1) 図のように 3枚の平面鏡を互いに垂直に張り合わせた反射鏡を作る．この反射鏡に
入ってきた光線はどのような方向から入射しても, 入射方向に平行な方向に反射され
ることを示せ (ただし光線は 3枚の平面鏡で反射されるように入射するものとする)．

(2) この反射鏡に回転する小さなコマを写した場合，どのように見えるか．特に回転の
向きはどのように変わるか．

6. (クロネッカーの記号，レビ・チビタの記号，和の規約) 添字 i, j, kは 1, 2, 3いずれかの
番号をとるものとする．クロネッカーの記号 δijとレビ・チビタの記号 εijkは以下のように
定義される．

i 6= j のとき δij = 0
i = j のとき δij = 1
ijkが 123の偶置換とき εijk = 1
ijkが 123の奇置換とき εijk = −1
2つ以上の添字が同じ番号のとき εijk = 0

和の規約とは，項の中に同じ添字記号があらわれたら，その取りうるすべての番号について
自動的に和をとることを言う．例えば 3次元直交座標における2つのベクトルa = (a1, a2, a3)
と b = (b1, b2, b3)の内積は

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3 =
3∑

i=1

aibi

が定義だが，和の規約を用いると簡潔に

a · b = aibi

とあらわされる．
このとき以下の等式が成り立つことを示せ．

(1) δii = 3 (2) δijδik = δjk (3) a · b = δijaibj (4) δijεijk = 0 (5) εipqεjpq = 2δij

(6) εijkεijk = 6 (7) εijkεpqk = δipδjq − δiqδjp

おいおい分かるように，これらの記号と和の規約を用いると，さまざまな式変型を容易に
行うことができる．
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