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1. (曲面のパラメーター表示) 点 Pの座標 r = (x, y, z)が 2変数 u, vの連続関数である時，
u, vの変化とともに Pは曲面を描く．これを曲面のパラメーター u, vによる表示と言う．こ
れを成分で書き下すと

r = r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k

となる．
このとき vを固定して uを動かすと r(u, v)は 1つの曲線を描く．これを u-曲線という．
同様に uを固定して vを動かして得られる曲線を v-曲線という．u, v-曲線の接線ベクトル

ru, rvはそれぞれ ru =
∂r(u, v)

∂u
, rv =

∂r(u, v)

∂v
で与えられる．このとき以下の問いに答

えよ．

(1) S上の各点において Sに垂直なベクトルを法線ベクトルと呼ぶ．ru × rvが点 P(u, v)
における法線ベクトルであることを示せ．

(2) 近接した 2本の u-曲線と近接した 2本の v-曲線，計 4本の曲線で囲まれた四辺形状の
部分を考える．P0=P(u, v)，P1=P(u, v + ∆v)，P2=P(u + ∆u, v)とすれば，この部
分はベクトル

−−−→
P0P1 と

−−−→
P0P2の作る平行四辺形で近似される．この部分の面積を ∆S

とおくと，
∆S ≈ |(ru × rv)∆u ∆v|

と近似できることを示せ．

ここから定義される

dS = (ru × rv)du dvをベクトル面積素

その大きさ dS = |ru × rv|du dvを単に面積素

という。面積素を足しあげることにより曲面 Sの面積が求められる．つまり∫

S
dS =

∫

S
|ru × rv|du dv

である．

2. (球面のパラメーター表示)

(1) 原点を中心とする半径 ρの球面は

r = r(θ, φ) = ρ sin θ cos φ i + ρ sin θ sin φ j + ρ cos θ k

とパラメータ表示できることを示せ．

(2) ベクトル面積素と面積素を求めよ．

(3) 球面の表面積は 4πρ2 で与えられることを示せ．
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3. (面積分)ベクトル場A(r)の曲面 S上における面積分は，Aと面積素 dSの内積を面全
体で足しあげたものとして定義される．dS = n dS (n = (l, m, n)は単位法線ベクトル)を
用いると，

曲面 S上のベクトル場Aの面積分 =
∫

S
A · dS

=
∫

S
A · n dS

=
∫

S
(a1l + a2m + a3n) dS

とあらわされる．このとき Sを積分領域ともよぶ．Sがパラメータ u, vによって表示され
ている時には， ∫

S
A · dS =

∫

S
A(r(u, v)) · (ru × rv) du dv

とあらわすことができる．
以下の問いに答えよ．

(1) f, gを u, vの関数とする．このときヤコビ行列式 (ヤコビアン)は以下のように定義さ
れる．

∂(f, g)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f

∂u

∂f

∂v
∂g

∂u

∂g

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∂f

∂u

∂g

∂v
− ∂f

∂v

∂g

∂u

これを用いると，

ru × rv =

(
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(z, x)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)

と書けることを示せ．

(2) 曲面 Sが z = f(x, y)の形で与えられている場合がある．パラメーターとして x, yを
採用すると Sは以下のように表示できる．

r(x, y) = xi + yj + f(x, y)k

このとき ∫

S
A · dS = 　

∫

D

A · n
|n · k|dx dy

をしめせ．ここで積分領域Dは Sの xy平面への正射影である．

4. (ガウスの定理) 表面Sを貫くベクトル場Jの流束 (flux)ΦSを以下の面積分で定義する．

ΦS =
∫

S
J · dS

このとき Jは流束密度とも呼ばれる．以下の問いに答えよ．
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(1) 密度 ρ，速度場 vをもつ流体を考える．流束密度を J = ρv で与えた時，ΦSが単位時
間あたりに Sを通過する流体の質量に等しいことを示せ．

(2) 各辺がそれぞれ x, y, z軸に平行で，長さが ∆x, ∆y, ∆zに等しい微少な直方体を考え
る．この微少直方体の表面を Sとするとき，

lim
∆x,∆y,∆z→0

1

∆x∆y∆z
ΦS = div J

を証明せよ．

(3) 有限な体積を V，その表面を Sとする．いま V が多数の微少体積に分割されている
ものとする．このときスカラー場 ϕ = ϕ(x, y, z) の体積分は，各位置における微少体
積とスカラー場との積を全て足しあげたものとして定義される．これを以下のように
記す．

スカラー場 ϕの体積分 =
∫

V
ϕdV

このとき， ∫

S
J · dS =

∫

V
div J dV

が成り立つことを示せ．これは体積中の全発散が，表面を通過する全流束に等しいこ
とを示すものである．これをガウスの (発散)定理という．

5. (連続の方程式：例) T = T (x, y, z)を温度場とする．点 r = (x, y, z)における熱流束
(単位時間に単位面積を通過するエネルギー)は，J = −Kgrad Tと書ける．ここでKは物
質に固有な定数 (熱伝導率) である．符号−は温度の高い方から低い方へ熱が流れること
をあらわす．このとき以下の問いに答えよ．

(1) 物体の密度を ρ, 単位質量当たりの内部エネルギーを εとする．ある領域の体積を V，
その表面を Sとするとき

∂

∂t

∫

V
ρεdV =

∫

S
Kgrad T · dS

が成り立つことを示せ．ここで tは時間である．

(2) cpを単位質量当たりの比熱とする．このときガウスの定理を用いて，

ρcp
∂T

∂t
= div (Kgrad T )

を示せ．特にKが位置に依らない定数の時，

ρcp
∂T

∂t
= K4T

となる．これを熱伝導方程式という．
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6. (ガウスの積分) 閉曲面 Sがある．rを位置ベクトル，r = |r|とする時，

∫

S

r · n
r3

dS =





0 Sが原点を含まない時
2π 原点が S上にある時
4π 原点が S内にある時

を証明せよ．

7. (ガウスの積分の応用)

(1) 質点m1,m2, · · · ,mnが位置 r1, r2, · · · , rnに存在する．このとき位置 rにおいて単位質
量に作用する万有引力F は

F = G
n∑

i=1

mi(ri − r)

|ri − r|3

で与えられる．Sを閉曲面とする時
∫

S
F · dS = −4πG× (S中の質量の総和)

となることを証明せよ．

(2) 質量が連続的に分布している場合を考える．各位置の密度を ρ(r)とすると，重力ポテ
ンシャル Φは次の式に従うことを示せ．

4Φ = 4πGρ

これをポアソンの方程式という．
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