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10.1 留数定理

(1) f(z) が z = a に p 位の極を持ち，z = a の周りで以下のようにローラン級
数に展開されている.

f(z) =
∞∑

n=−p

An(z − a)n.

f(z) を z = a を内部に含む閉曲線 C に沿って積分する. C 上および内部で
は f(z) は z = a を除き正則とする. このとき∮

C
f(z)dz = 2πiA−1

を示せ.

係数 A−1 を関数 f(z) の留数 と呼ぶ. 関数 f(z) の z = a における留数を
Res f(a) と表す.

(2) C 上および内部で f(z) は n 個の極を除いて正則とする. このとき

∮
C

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res f(zk)

を示せ.
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10.2 留数の求め方

(1) z = z0 が関数 f(z) の p 位の極のとき，

Res f(a) =
1

(p − 1)!
lim
z→a

dp−1

dzp−1
(z − z0)

pf(z)

が成り立つことを示せ.

(2) f(z) = P (z)/Q(z) で P (z) が正則, Q(z) が z = z0 で一位のゼロ点を持つな
らば,

Res f(z0) =
P (z0)

Q′(z0)

が成り立つことを示せ.

(3) 次の関数の極における留数を求めよ．

(i)
z3 + 5

z(z − 1)3

(ii)
cos z

z3

(iii)
1

sin z

(iv)
z2ez

1 + e2z
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10.3 複素積分に関する補助定理

C を有限な長さをもつ区分的に滑らかな曲線1とする. このとき C に沿った複素
積分について以下の不等式が成り立つ.∣∣∣∣∫

C
f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C
|f(z)|| dz| ≤ ML (10.1)

ここで M は |f(z)| の積分路 C 上での上界 (f(z) ≤ M), L は積分路 C の全長で
ある.

(1) 原点を中心とする半径 R の任意の円弧 (θa ≤ θ ≤ θb) 上にとった積分

IR =
∫

C
f(z) dz

を考える. lim
z→∞

|f(z)| = O(|z|α)(α < −1) の場合,

lim
R→∞

IR = 0

となることを示せ.

Re

Im

O

θa

R

θb

C

図 10.1:

(2) 0 ≤ arg z ≤ π とする. このとき原点を中心とする半径 R の上半円を正の向
きに進む経路 C 上にとった積分

IR =
∫

C
eiazf(z) dz

1微分不可能な点がたかだか有限個な曲線のこと.
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を考える (a > 0). lim
z→∞

f(z) = 0 の場合,

lim
R→∞

IR = 0

となることを示せ.

これは ジョルダンの補助定理 と呼ばれる.

(3) (2) で a < 0 の場合について考察せよ.

Re

Im

O

θ

R

C

図 10.2:
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10.4 留数定理を用いた実関数の積分 (1)

実関数 f(cos θ, sin θ) は cos θ, sin θ の有理関数で, 0 ≤ θ ≤ 2π で連続とする. この
とき以下の積分について考える.

IR =
∫ 2π

0
f(cos θ, sin θ) dθ. (10.2)

(1) z = eiθ とおくと, 上記の積分は

IR =
1

i

∮
C

f

(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)
dz

z

と表されることを示せ. ここで C は複素平面上の原点を中心とする単位円
に沿って正の向きに一周する経路である.

(2) コーシーの積分定理と留数定理から, 上記の積分は

IR =


0 f/zが C 内で正則

2π
r∑

n=1

Res [f/z]z=zn f/zが C 内で正則でない

となる. ここで zn は C 内における f/z の極である. これを用いて以下の実
積分を求めよ.

(i)
∫ 2π

0

dθ

a + b cos θ
(a > b)

(ii)
∫ 2π

0

cos2 3θ

1 − 2a cos 2θ + a2
dθ (1 > a ≥ 0)
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10.5 留数定理を用いた実関数の積分 (2)

実関数 f(z) は lim
z→∞

|f(z)| = O(|z|α)(α < −1) をみたすとする. このとき以下の積
分について考える.

IR =
∫ ∞

−∞
f(x) dx. (10.3)

(1) 複素積分を利用すると,

IR = lim
R→∞

∮
C

f(z) dz

と表されることを示せ. ここで z は複素数で, C は図 10.3のように実軸上の
線分 −R ≤ x ≤ R と, 原点を中心とする半径 R の上半円 Γ に沿って正の向
きに一周する経路である.

(2) コーシーの積分定理と留数定理から,

IR =


0 f(z)が C 内で正則

2πi
m∑

k=1

Res f(zk) f(z)が C 内で正則でない

となる. ここで zk は C 内における f(z) の極である (Im zk > 0). これを用
いて以下の実積分を求めよ.

(i)
∫ ∞

−∞

1

x2 + a2
dx (ii)

∫ ∞

0

1

x4 + a4
dx

Re

Im

Γ

O

θ

Zk
R

図 10.3:
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10.6 留数定理を用いた実関数の積分 (3)

実関数 f(z) は lim
z→∞

f(z) = 0 を満たすとする. このとき以下の積分について考
える.

IR =
∫ ∞

−∞
f(x)eiax dx (a > 0). (10.4)

(1) 複素積分を利用すると,

IR = lim
R→∞

∮
C

f(z)eiaz dz

と表されることを示せ. ここで z は複素数で, C は図 10.3に示した積分路と
する.

(2) コーシーの積分定理と留数定理から,

IR =


0 f(z)eiazが C 内で正則

2πi
m∑

k=1

Res [f(z)eiaz]z=zk
f(z)eiazが C 内で正則でない

となる. ここで zk は C 内における f(z) の極である (Im zk > 0). これを用
いて以下の実積分を求めよ.

(i)
∫ ∞

0
sin(x2) dx

(ii)
∫ ∞

−∞

eiax

x − ib
dx (b > 0)
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10.7 積分の主値

関数 f(z)が実軸上 (z = z0)に極を 1つ持つ場合の定積分を考える. f(z)は z = z0

以外の点では有限個の極を除いて正則とする. このとき積分の主値 P
∫ R

−R
f(x)dx

を以下のように定義する.

P
∫ R

−R
f(x) dx ≡

∫ z0−ε

−R
f(x) dx +

∫ R

z0+ε
f(x) dx (ε → 0) (10.5)

ここで R, ε > 0 である.

図 10.4のような周回積分路を考える. Γ を原点を中心とする半径 R の上半円 (始
点 R, 終点 −R), γ を極 z = z0 を中心とする半径 ε の上半円 (始点 z0 − ε, 終点
z0 + ε) とする．

Re

Im

Γ

O Z0

R

ε
γ

図 10.4:

(1) zk を z0 を除く Im zk > 0 であるような f(z) の極であるとする. このとき,

∫
Γ
f(z) dz + P

∫ R

−R
f(x)dx +

∫
γ
f(z) dz = 2πi

m∑
k=1

Res f(zk)

を示せ.

(2) ∫
γ
f(z) dz = −πiRes f(z0)

を示せ.
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(3) lim
R→∞

∫
Γ
f(z) dz = 0 ならば

P
∫ R

−R
f(x)dx = πiRes f(z0) + 2πi

m∑
k=1

Res f(zk)

であることを示せ．

(4) 次の積分を求めよ．

(i) P
∫ ∞

−∞

cos mx

x − a
dx , (a ∈ R,m > 0)

(ii) P
∫ ∞

−∞

eix

x
dx

(iii)
∫ ∞

0

sin x

x
dx
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