
物理数学 I演習 中間試験 1

解答上の注意

1. 問題用紙 3枚,答案用紙 4枚.

2. 答案用紙にはそれぞれ氏名と学籍番号を明記すること.

3. 答案用紙は裏面を使ってもよい. その場合は「裏へ」と明記すること.

4. 答案の並びは問題番号の並びと違っていてもよい. 問題番号を明記すること.

5. 持ち込み不可.

問題 1

以下が成り立つことを示せ. ただしφ(x, y, z), ψ(x, y, z)はスカラー関数, A(x, y, z),B(x, y, z)

はベクトル関数とする.

(1) ∇×(φ∇φ) = 0

(2) ∇(A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B)

(3) ∇× (∇×A) = ∇(∇·A)−∇2A

問題 2

3次元直交座標系における回転について考える．回転前の 3つの直交座標軸 1, 2, 3

方向の単位ベクトルをそれぞれ e1, e2, e3,回転後 (すべてプライム ′をつけて表す)
の直交座標軸 1′, 2′, 3′ 方向の単位ベクトルを e′

1, e
′
2, e

′
3 で表す．このとき位置ベク

トル rはそれぞれの座標系において，

r = x1e1 + x2e2 + x3e3 = x′1e
′
1 + x′2e

′
2 + x′3e

′
3

と表される.

(1) このとき旧座標から新座標への変換は行列を用いて以下の様に書けることを
示せ.

 x′1
x′2
x′3

 =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 x1

x2
x3

 , 但し aij = e′
i · ej

(2) 第 3軸の周りに角度 θ右ねじ回転するときの回転行列 R3(θ)の表式を求めよ．
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問題 3

極座標系 (r, θ, ϕ)について以下の問に答えよ.

(1) (x, y, z)を (r, θ, ϕ)を用いて表せ.

(2) スケール因子 hr, hθ, hϕ を求めよ.

(3) 直交曲線座標系 (u1, u2, u3)におけるスカラー φの勾配は

(grad φ)uj
=

1

hj

∂φ

∂uj

と表される. ここで下付き添字 uj は uj 成分であることを示す. これを用い
て球座標系における φの勾配の各成分を表せ.

(4) 直交曲線座標系 (u1, u2, u3)におけるベクトルAの発散は

∇·A =
1

h1h2h3

(
∂A1h2h3
∂u1

+
∂A2h3h1
∂u2

+
∂A3h1h2
∂u3

)
と表される. これを用いて球座標系におけるAの発散を表わせ.

(5) 直交曲線座標系 (u1, u2, u3)におけるベクトルAの回転は

(∇×A)ui
= εijk

1

hjhk

∂Akhk
∂uj

と表される. ここで下付き添字 uiは ui成分であることを示す. これを用いて
球座標系におけるAの回転の各成分を表せ.
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問題 4

(1) 密度 ρ(x, y, z, t) である流体が速度 v(x, y, z, t) で運動しているとする. 流体
のわきだしも吸い込みもないとすると,以下の方程式が成り立つことを示せ.

∂ρ

∂t
+∇·(ρv) = 0.

(2) 閉曲線 C に沿って発生する電場を E とすると, ファラデーの電磁誘導の法
則から ∮

C

E · dr = −dΦ
dt

が成り立つ. ここで Φは C によって囲まれた曲面 S を貫く磁束である. 磁束
密度をB とすると Φ =

∫
S
B · n dS と表されることを用いて,微分形のファ

ラデーの電磁誘導の法則

∇×E = − ∂

∂t
B

を求めよ.
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