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8.1 複素数の関数

(1) 複素関数 f(z)は, z = reiθ とおくと, f(z) = u(r, θ) + iv(r, θ)と表すことがで
きる. 次の関数 f(z)について u(r, θ), v(r, θ)を求めよ.

(i) zn

(ii) z +
1

z
(z 6= 0)

(2) w = f(z)を zについて解くことによって, zを wの関数とみなすことができ
る. この関数を z = g(w)を表し, g を w = f(z)の逆関数という. 次の関数の
逆関数を求め,それが wの何価の関数となるかを調べよ.

(i) w = αz + β (α 6= 0)

(ii) w =
α

z
+ β (z 6= 0)

(iii) w = z2

(iv) w = z +
1

z

(3) 複素関数

w = f(z) =
αz + β

γz + δ
(αδ − βγ 6= 0)

による z から wへの変換を 1次分数変換という. 次の 2つの 1次分数変換

f1(z) =
α1z + β1

γ1z + δ1
, f2(z) =

α2z + β2

γ2z + δ2

について以下の問いに答えよ. ただしαiδi−βiγi 6= 0, z 6= −δi/γi (i = 1, 2)と
する.

(i) 合成変換 f21(z) = f2(f1(z))を求めよ.

(ii) 合成変換 f12(z) = f1(f2(z))を求めよ.

(iii) f21(z) = f12(z)となるための条件を求めよ.
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8.2 複素関数の極限と連続性

領域 D で定義された複素関数 w = f(z)を考える. z が D 内を移動してある点 z0
に近付くとき, wが w平面内の点 w0 に近付く場合, f(z)は z = z0 で極限値 w0 を
持つという. 数式では

lim
z→z0

f(z) = w0 (8.1)

と表す. このとき z0にどの方向から近付いても wは w0に近付く (すなわち偏角に
よらない)ことが必要である.

複素関数w = f(z)が次の 3つの条件 [1] z = z0で f(z0)が存在する, [2] limz→z0 f(z) =

w0 が存在する, [3] w0 = f(z0)が成り立つ,を同時に満たすとき, f(z)は z = z0 で
連続であるという

(1) 次の関数 f(z)の極限値を求めよ. ただし αは定数とする.

(i) f(z) = (z3 − 3α3) + 3z − α (z → α)

(ii) f(z) =
z3 − iα

z + α
(z → i)

(iii) f(z) = z (z → 0)

(iv) f(z) =
z

z
(z → 0)

(2) 次の関数 f(z)の z = 0における連続性を調べよ.

(i) f(x) =

{
(z + z)/|z| (z 6= 0)

0 (z = 0)

(ii) f(x) =

{
(z + z)2/|z| (z 6= 0)

0 (z = 0)
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8.3 複素関数の微分 (1)

hを偏角一定の複素数とする. このとき極限値

lim
|h|→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
(8.2)

が hの取り方によらず一意に定まる時，f(z)は z = z0で微分可能と言う．その極

限値を f(z)の z = z0 における微分係数と言い，f ′(z0)や
df

dz
(z0)等と記す．領域

Dの各点において f(z)が微分可能な時，f(z)は D上で正則であるという．

(1) f(z) = z2 とする. h = ∆xとして式 (8.2)の定義に従い f ′(z)を計算せよ.

(2) f(z) = z2 とする. h = i∆yとして式 (8.2)の定義に従い f ′(z)を計算せよ.

(3) f(z) = z2 とする. h = ∆x + i∆y, ∆y = k∆xとして, 式 (8.2)の定義に従い
f ′(z)を計算せよ.

(4) f(z) = zn の場合,式 (8.2)の極限は hの偏角の値によらず nzn−1に収束する
ことを示せ.
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8.4 複素関数の微分 (2)

(1) 与えられた点 z0 における次の関数の微分係数を計算せよ.

(i) f(z) = z2 − 2iz + 3 (z0 = i)

(ii) f(z) =
1

z + 1
(z0 = 1)

(iii) f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
(z0 = −i)

(iv) f(z) =
1

2i

(
z − 1

z

)
(z0 = −i)

(2) w =
αz + β

γz + δ
(z 6= −δ/γ)を z について微分することにより, w が定数とな

る (z に依らない)ための条件を求めよ.

(3) nを自然数とする. このとき

f(z) =
1− zn+1

1− z

の z = 1における微分可能性を調べよ. ただし f(1) = n+ 1とする.
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8.5 等角写像

関数 f(z) = z2 による写像 w = f(z)の性質について考える.

(1) z 平面上の 2つの直線

(a) z = 1 +

√
3

2
t+ i

t

2

(b) z = 1 +
t

2
+ i

√
3

2
t

(ただし tは実数)の交点 z0 と z0 における直線の交角 θを求めよ.

(2) (1)で与えられた 2つの直線の写像 f(z)による w平面上の像を求め,それを
図示せよ.

(3) (2)で求めた w平面上での像の交点と,交点における像の接線のなす角 θ′ を
求めよ.
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