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概要
2015 年 9 月 14 日、アメリカのレーザー干渉計重力波天文台（LIGO）によって人

類初の重力波の検出がなされた。重力波とは 1916 年にアインシュタインが発表した

一般相対性理論から予言される波で、時空の歪みが波動として光速で伝播する現象で

ある。アインシュタインの予言から約 100 年、重力波の直接検出は大変なニュースに

なり、2017 年のノーベル物理学賞ではこれに貢献したとして、Rainer Weiss, Barry

C. Barish, Kip S. Thorneの 3人が受賞している。

しかし、さらに研究者を驚かせたのは重力波源が太陽質量の約 30倍同士のブラック

ホール (BH) の合体によるものだという事だった。最初のイベント後も LIGO とイタ

リアにある同様の検出器、Virgoにより重力波の検出が行われ、重たい BHの合体によ

る重力波が検出されている。その結果、今までの電磁波観測で発見されていた BHの推

定質量は太陽質量の数倍～15倍程度であったが、重力波観測によって宇宙には我々の

想像以上に重たい BHが多数存在している事がわかった。

この太陽質量の約 30倍の BHの起源は何かという事が問題になっている。候補とし

ては宇宙初期に形成された原始ブラックホール (PBH)、恒星質量同士の BHの合体の

繰り返し、低金属量星から形成される BH が考えられている。本研究では、この中の

PBHに焦点を当てた。PBHは暗黒物質の候補でもあり、様々な分野で重要な研究対象

になっている。

PBHは宇宙初期に連星を形成し、その連星は重力波放出によるエネルギー減少に伴

い軌道を縮め、最終的に合体する。PBHが作る連星の長半径、離心率がわかれば合体

時間は一般相対論によって一意的に決まる為、PBHの空間的な分布、質量に関する分

布の情報から合体数の確率分布が得られ、それを LIGO などの検出器の観測結果と見

比れば、PBHの存在を検証する為の良い手段になり得る。

PBH が 2 つしかなければ、お互いの重力によって正面衝突してしまうが、3 体目の

PBHが存在すれば、それからの潮汐力によって連星を形成する。PBH連星のパラメー

ターや合体率などについては、1997年に中村らが同質量の PBHを 3つ考え、議論し

た。この中で、連星の形を考える際に必要な比例係数 α, β を中村らは、計算の簡略化

の為、それぞれ 1にした。α, β はいずれも連星の軌道を指定するパラメーターであり、

これらが 1 から大きくずれると、合体率などの観測に密接した量の推定に影響する。

1998年には井岡らが同質量 PBHの場合について数値計算を行い、α ≈ 0.4, β ≈ 0.8を

求めた。しかし、PBHは宇宙初期の密度揺らぎから生じ、形成される PBHの質量と

いうのは形成時刻に依存する為、全ての PBHが同質量とは考えにくい。

本研究では非等質量の PBHの場合の比例係数、α, β について、数値計算を用いて考

え、解析的に考察を行った。その結果、α, β が PBHの質量や潮汐力を与える 3体目

の PBHの角度によって変化が見られる事がわかった。本研究の成果は、一般的な状況

での PBH合体率の精密な計算に役立つべきものであり、今後、重力波源の BHの正体

解明にも貢献するだろう。
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第 1章

序論

1.1 原始ブラックホール

原始ブラックホール (Primordial Black Hole; PBH）はビッグバン直後で宇宙がまだ超高密

度の状態である放射優勢期に、宇宙にある物質が重力崩壊して形成したブラックホール (Black

Hole; BH) である。PBH の形成する機構については、Zel’dovichと Novikov [1] や Hawking [2]

によって提唱された、大きな密度揺らぎを持った領域が重力崩壊して BHになる可能性が有力視さ

れている。

宇宙初期に様々な密度揺らぎが存在しているとする。密度の高いところと低いところがあり、そ

の揺らぎのサイズを波長と呼ぶ。宇宙の地平線長 lはおおよそ、光速と宇宙のビッグバンから計っ

た時間 tの積でかける: l ≈ ct。これは宇宙の時間の経過と共に大きくなる。最初、密度揺らぎの波

長は地平線長より大きいが、十分時間が経過すると、地平線長の内部に入る。この時、地平線長の

内部で物質の重力が、その時の宇宙の放射の圧力勾配より大きければ、その地平線長の内部で重力

崩壊が起き、BHが生成する。この時出来る BHの質量は地平線長内にあるエネルギーとほぼ等し

くなる為、形成する時間によって出来る BHの質量は変わってくる。PBHの質量MPBH は次のよ

うに書ける [3, 4]:

MPBH ≈ 30M⊙

(
t

1ms

)
. (1.1)

ここで t はビッグバンから計った時刻、1msは 10−3s、M⊙ = 2× 1033gは太陽質量を表す。

このように PBHは形成する時期によって様々な質量を持つ事になる。

1.2 密度揺らぎとインフレーション

そもそも、PBHを形成するような密度揺らぎはどのように出来るのか。実際に宇宙マイクロ波

背景放射 (Cosmic Microwave Background; CMB) によって宇宙の非等方性、つまり宇宙初期に

揺らぎが存在したことが欧州宇宙機関が中心になって打ち上げた Planck衛星によって観測されて

いる。この揺らぎはインフレーションと呼ばれる宇宙誕生後約 10−36 秒に起こった宇宙の加速膨
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張によって作られたと考えられている。

インフレーションはインフラトンと呼ばれるスカラー場のポテンシャルエネルギーが宇宙を支配

する事によって起きる。インフラトンは波長の小さい量子ゆらぎと呼ばれるものを持っているが、

それが急激な宇宙の膨張により引き伸ばされる事によって宇宙論的スケールの長さを持った揺ら

ぎとなる。しかし、標準的なインフレーションが作る揺らぎでは PBHを形成する密度揺らぎには

至らず、CMBで観測されるような振幅より、さらに大きな揺らぎが必要になる。これを説明する

為、ダブルインフレーションモデルといった、宇宙の初期で 2段階のインフレーションが起きるモ

デルなどが考えられている。もし、PBHの存在を検証出来れば、それだけで初期の宇宙モデルに

制限が出来る為、PBHの存在について考える事はとても重要であり、世界中の研究者が考えてい

るテーマである。

1.3 ダークマター

ダークマター (Dark Matter; DM)とは、質量を持ち重力作用はするが、光学的には観測できな

いとされる物質のことである。通常、銀河は中心から距離が離れる程、密度が低くなり、回転速度

は低下するはずであるが、実際には低下していないことが観測からわかっている。この問題を銀河

の回転曲線問題と言うが、これは光学的な観測では見えない、しかし質量を持つ未知の物質ダーク

マターの存在を仮定する事により解決できる。他にも、重たい物質があると光が曲げられてしまう

重力レンズ効果の観測などからも、DM の存在を示す証拠が得られている。割合としては宇宙に

ある物質の約 4分の 1を占めていると考えられている。我々に馴染み深い原子は約 5%である (図

1.1)[5]。

図 1.1 宇宙の物質割合 ([4]より引用)。
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第 2章

連星の形成とパラメーター

2.1 連星の形成

PBHが初期の宇宙空間に分布していたとする。これらの PBHは最初、宇宙膨張の効果により

互いに離れていくが、ある程度の時間が経つと連星を組むような初期位置に存在していた PBH同

士は互いの重力によって近付き始める。この近付き始める PBH2つしか考慮しなければ、互いの

重力によって正面衝突してしまう (図 2.1 左)。しかし、周りにそれらの PBH に潮汐力を与える

PBH や物質が存在していれば PBH は互いに楕円運動をする連星を形成する (図 2.1 右)。一旦、

連星が形成されると、それらは重力波放射によってエネルギーを失い、軌道が縮んでいく。最終的

には LIGOで観測されるような重力波を放出して合体し 1つの BHになる。合体時間 tは一般相

対論によって一意的に以下のように求める事が出来る。ここで Gは重力定数、MPBH は PBHの

質量、cは光速、eは離心率、aは長半径を表す [6, 7]:

t =
3

170

c5

(GMPBH)3
(1− e2)7/2a4. (2.1)

図 2.1 連星の形成。

3



(2.1)式を見ると、PBHの質量と出来る連星の長半径・離心率を求める事が出来れば合体時間

がわかる。さらに言えば、宇宙初期の PBHの存在量 (これは宇宙に存在する DMの内、PBHが

どれくらいの割合を占めているかによって決める事が出来る)を決め、それらが形成する連星の長

半径・離心率の確率分布が分かれば、合体時間の分布がわかる為、LIGOで観測されるイベント数

と比較する事で PBH の存在を検証する事が出来る。実際に佐々木らによると、宇宙に存在する

DMの内、PBHが 0.1%であれば LIGOの観測のイベント数を説明出来る事が示されている (図

2.2)[8]。0.1%というのは少ないと感じるかもしれないが、我々のいる天の川銀河の中に約 3000万

個の PBHが存在する事に相当する。

図 2.2 LIGOイベント数と f ([8]より引用).

黒線は CMBからの制限による PBHの存在量の下限である。

f は DM の内、PBH がどれくらいの割合かを表し、それらの密度パラメーター Ω を用いて

(2.2)式のように表す:

f ≡ ΩPBH

ΩDM
. (2.2)

(2.1)式の合体時間 tを LIGOで見つかった BH合体のイベントの時刻、つまり現在の宇宙年齢

138億年に固定する。連星を組む PBHは宇宙膨張の効果にそれらの重力の効果が勝らないといけ

ない為、それらの組む連星の長半径には最大値が存在する。この最大値を超えてしまえば、それ

らが近付き連星を形成する事はない。また、この時点で離心率にも上限が付く。潮汐力を与える

PBHと連星を組む PBHの距離が遠くなればなる程、離心率は大きくなるが、その距離は f が小さ

くなればなる程、遠くなる。ちょうど f が 0.0007あたりで離心率が上限に近付き、イベント数に

制限がかかる為、図 2.2のような線の折れ曲りが生じる。図 2.2の αや β は次節で詳しく述べる。
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2.2 長半径・短半径

図 2.3 PBHの位置設定。

PBH 連星の形成に関しては、1997 年に中村ら、1998 年に井岡らによって議論されている

[10, 11]。 状況としては図 2.3のように PBHを 3体考える。これより f = 1とし、m1 とm2 が

連星を組みm3 が潮汐力を与える PBHと考える。またm1 とm2 の間の距離を x, m1 とm2 の重

心 r12g から角度 θの方向に位置するm3 までの距離を yとする。x, yは共動座標 (宇宙膨張と共に

座標間隔が伸びる座標)である。

この時、出来るm1 とm2 の連星の長半径 aと短半径 bは比例係数 αと β, PBHの質量, x, y,ま

たm1 とm2 が宇宙膨張から切り離される時のスケール因子 Rdc を用いて以下のように書ける (付

録 A):

a = αxRdc, b = β
2m3

m1 +m2

(
x

y

)3

a. (2.3)

m1 = m2 = m3 の等質量 PBHの場合、PBHのエネルギー密度 ρBH、放射のエネルギー密度 ρr

は等密度時のエネルギー密度 ρeq を用いて (2.4)式のように書ける:

ρBH = ρeq

(
x

xR

)3

, ρr = ρeq

(
1

R4

)
. (2.4)

ここで xは等密度時の PBHの平均間隔を表し、x = (MPBH/ρeq)
1/3 で書ける。初期位置でこれ

より xが大きければ連星を形成しない為、0 < x
x < 1である。Rdc は ρBH と ρr がつり合った時の

スケール因子なので (2.5)式で書ける:

Rdc =
(x
x

)3

. (2.5)
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さらに (2.4)式から (2.6)式が得られる:

a

x
= α

(x
x

)4

,
b

a
= β

(
x

y

)3

. (2.6)

中村らは比例係数 α、β が O(1)の量だとし、シンプルにする為、α = β = 1とし、連星の合体

率などを議論した。井岡らは数値計算を行って、α, β を見積もり、同質量 PBHの場合の比例係数

を α ≈ 0.4, β ≈ 0.8とした。

2.3 運動方程式

具体的に数値計算で解く運動方程式を求める。これより G = c = 1とする。ニュートン近似 (付

録 B)により、弱い重力場での計量は重力ポテンシャル ϕ、スケール因子 R、PBHの質量mを用

いて次のように書ける:

ds2 = −(1 + 2ϕ)dt2 + (1− 2ϕ)R(t)
2
dx2, (2.7)

ϕ ≡ −
∑
j ̸=i

mj

R|xi − xj |
, (i, j = 1 . . . 3) . (2.8)

さらに (2.7)式は

ds2 = −(1 + 2ϕ)dt2 + (1− 2ϕ)R(t)2dx2

= −(1 + 2ϕ)dt2 + (1− 2ϕ)R(t)2dt2
(
dx

dt

)2

≃
[
− (1 + 2ϕ) +R(t)2ẋ2

]
dt2 (2.9)

と近似できる。最後の近似で ϕと PBHの固有速度 ẋを含む Rẋの積は |Rẋ| ≪ 1より無視出来る

事を用いた。(2.9)式より∫
ds =

∫ √
1 + 2ϕ−R2ẋ2dt ≃

∫ (
1− 1

2
R2ẋ2 + ϕ

)
dt (2.10)

となる。(2.10)式の被積分関数は力学系の Lagrangianに対応するので、Euler–Lagrange方程式
d
dt

∂L
∂ẋ = ∂L

∂x より

d

dt
(R2ẋi) = −∇ϕ

= − 1

R

∑
j ̸=i

mj(xi − xj)

|xi − xj |3
. (2.11)

また、ハッブルパラメーター H は以下のように定義される:

H ≡ Ṙ

R
. (2.12)
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等密度時の時刻を teq とし、その時の値を R = 1 と規格化してやれば、放射優勢宇宙では

R ∝ t1/2 なので R = (t/teq)
1/2 → t = R2teq となる。これと、(2.12)式より

H =
1

2t
,

従って

Heq =
1

2teq

であり、これから

H =
Heq

R2
(2.13)

となる。これを用いて (2.11)式の左辺を展開すると、(′ = d
dR )

d

dt
(R2ẋ) = HR(R2HRx′)′

= HR(HeqRx′)′

=
H2

eq

R
(Rx′′ + x′)

= H2
eq(x

′′ +
x′

R
)

となる。これにより (2.11)式は

xi
′′ +

1

R
xi

′ = − 1

H2
eqR

∑
j ̸=i

mj(xi − xj)

|xi − xj |3
(2.14)

と書き直される。z ≡ x
x を用いれば、

zi
′′ +

1

R
zi

′ = − 1

x3H2
eqR

∑
j ̸=i

mj(zi − zj)

|zi − zj |3
(2.15)

となる。
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2.4 等質量 PBHの場合の数値計算

(2.15)式を井岡らは 5次の Runge–Kutta法で数値積分し、その結果 (2.6)式から図 2.4を描き、

α ≈ 0.4, β ≈ 0.8を求めた。

図 2.4 数値計算結果 ([10]より引用)。

我々は井岡らと同じ初期条件で同じ結果が得られるのかを確認するため、自動刻み幅 Runge–

Kutta 法（Runge–Kutta–Fehlberg 法)(付録 C) で同様の計算を行った。図 2.5 は m1 から見た

m2、m3 の相対運動の井岡らとの比較であり、概ね一致している。様々な xと yの組み合わせで a

と bを計算しプロットすることで図 2.4と同様の図 2.6を描く事が出来、α ≈ 0.4, β ≈ 0.8を求め

る事が出来た。

図 2.5 PBHの軌道 (左:[10]より引用)。
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図 2.6 数値計算結果。
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2.5 非等質量 PBHの場合の数値計算

ここから本研究の主題となる非等質量 PBHの場合について考えていく。2017年に Raidalらが

発表した論文では非等質量 PBHの合体時間などを解析的に議論している [12]。しかし、この際に

用いられている α、β はそれぞれ１として計算が進められている。より信頼性のある合体時間・合

体率を求める為には、非等質量 PBHの場合の α、β を求める必要がある。我々は図 2.7のように

PBHの質量と角度を変化させて数値計算を行った。井岡らに倣い、図 2.4のような図を描き、そ

の結果得られた α、β を表 2.1に示す。

図 2.7 PBHの設定。

表 2.1 α, β 数値計算結果。

αについては角度によってあまり変化がないが、β については角度によって最大で約 0.6の差が

ある事がわかった。α、β が角度や潮汐力を与える PBHの質量によってどれくらいの変化がある

のかを調べる為に、x, y を固定し (x = 0.3, y = 0.8)、角度のみを変化させたときに得られる α、β

の変化を図 2.8に示す。横線はそれぞれの平均値である。
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図 2.8 α(左), β(右)の角度による変化。

αは潮汐力を与える m3 が連星を組む PBHのどちらかに近い時、つまり角度が 0度 (重い m2

に近い) や 180度 (軽い m1 に近い) に近い時に大きくなる事がわかった。その変化は質量の小さ

い方に近い時、特に大きくなっている。β に関しては、潮汐力が連星に対して大きい影響を与える

角度がある事がわかった。

2.6 α, β に関しての考察

2.6.1 α

αは宇宙膨張から切り離される時のスケール因子 Rdc が深く関係していると (2.3)式から考えら

れる。連星を組む m1, m2 に m3 が水平方向の潮汐力を及ぼすと、宇宙膨張から切り離される時

刻がm1, m2 のみの時に比べ、後になる。連星を組む PBHが宇宙膨張から切り離される時、重力

ポテンシャル Uと連星の運動エネルギー Tが釣り合う為、Uの角度依存性や PBHの質量による

関係がわかれば、αを解析的な式で書く為の手段になり得る。m3 に関する重力ポテンシャル Um3

が潮汐力として働くと考え、次のように書く:

Um3 ≡ − Gm1m3

R|x1 − x3|
− Gm2m3

R|x2 − x3|
. (2.16)

11



ここで連星を形成するm1, m2 間の距離に比べ、潮汐力を与えるm3 までの距離が十分大きいとす

ると

|x1 − x3|2 = |x1|2 + |x3|2 − 2x1x3

= |x3|2(1 +
|x1|2

|x3|2
− 2

x1x3

|x3|2
)

≈ |x3|2(1− 2
x1x3

|x3|2
) (2.17)

⇒ |x1 − x3| ≈ |x3|(1−
x1x3

|x3|2
). (2.18)

|x2 − x3|も同様に考えれば、(2.16)式は

Um3
≈ −Gm1m3

R|x3|
(1 +

x1x3

|x3|2
)− Gm2m3

R|x3|
(1 +

x2x3

|x3|2
) (2.19)

となる。図 2.7のように θ, γ をとり、x1 を原点におく。連星に対するm3 の潮汐力が宇宙膨張に

よって離される最初の時期の影響が大きいと仮定し、初期条件 |x2| = x, R = R0 を代入すれば

= − Gm3

R0|x3|

(
m1 +m2 +

m2x

|x3|
cos γ

)
(2.20)

となる。次に |x3|について考える。連星の重心は µ = m2/(m1 +m2)を用いて |r12g| = µxで書

け、余弦定理より

|x3|2 = |r12g|2 + y2 − 2|r12g||y| cos(π − θ)

= µ2x2 + y2 + 2µxy cos θ (2.21)

⇒ |x3| = (µ2x2 + y2 + 2µxy cos θ)1/2 (2.22)

となる。さらに正弦定理を用いれば cos γ は

y

sin γ
=

|x3|
sin(π − θ)

⇒ sin γ =
y sin θ

|x3|
(2.23)

⇒ cos γ = ±(1− y2sin2 θ

|x3|2
)1/2 (2.24)

となる。よって (2.20)式は

Um3 ≈ − Gm3

R0(µ2x2 + y2 + 2µxy cos θ)1/2

{
m1 +m2

± m2x

(µ2x2 + y2 + 2µxy cos θ)1/2

(
1− y2sin2 θ

µ2x2 + y2 + 2µxy cos θ

)1/2
}

(2.25)

となる。{}の中の ±だが、正は 0 < γ < π/2の場合で、負は π/2 < γ < π の場合である。これ

に図 2.8と同様の条件 (m1 = 0.1M⊙,m2 = 10M⊙,m3 = 10M⊙, x = 0.3, y = 0.8)を代入し図 2.9

にプロットした。
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図 2.9 (2.25)式の角度変化。紫線は γ < π/2,緑線は π/2 < γ の場合

図 2.9と図 2.8を見比べてみると、明らかにm3 に関する重力ポテンシャル Um3 が αに関係し

ている事がわかった。

2.6.2 β

図 2.10のように連星を組む m1, m2 の重心を原点にとり、それぞれの PBHに対してベクトル

を置く。m3 からm1、m2 に及ぼす加速度はそれぞれ以下のようになる:

a1→3 = −m3

w3
(x1 − x3), (2.26)

a2→3 = −m3

z3
(x2 − x3). (2.27)

図 2.10 PBHの配置。
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これらのm3 からの重力の差が大きいほど大きな潮汐力を受けると考えられ、β はm1, m2 を結

ぶ線分に対し、潮汐力の垂直方向の成分が大きいほど大きくなると予想される。また、x1, x2 の

x成分を x1x , x2x とし、y 成分を 0と置けば x1 = (x1x, 0), x2 = (x2x, 0)と書ける。w、z は余

弦定理より、

w = {|x1|2 + y2 − 2|x1|y cos(π − θ)}1/2

= (|x1|2 + y2 + 2|x1|y cos θ)1/2

= (x2
1x + y2 − 2x1xy cos θ)

1/2, (2.28)

z = (|x2|2 + y2 − 2|x2|y cos θ)1/2

= (x2
2x + y2 − 2x2xy cos θ)

1/2 (2.29)

となる。また、重心の x座標から

r12gx =
m1x1x +m2x2x

m1 +m2
. (2.30)

さらに、今重心を原点としているので

x2x = −m1

m2
x1x (2.31)

が得られる。m1 とm2 の間の距離の大きさを xと置いているので

x2x − x1x = x (2.32)

⇒ −m1

m2
x1x − x1x = x

⇒ x1x = − x
m1

m2
+ 1

= − m2x

m1 +m2
(2.33)

となる。そして、m3 の位置 x3 は θ を用いて、x3 = (y cos θ, y sin θ)と書ける。

ここで (2.26)式と (2.27)式の y成分の差 (これが最大の時 βmax)に依ると考え、絶対値をとると

|a1y→3 − a2y→3| =
∣∣∣∣m3

{
−x1y − x3y

w3
+

x2y − x3y

z3

}∣∣∣∣
=

∣∣∣∣m3

{
y sin θ

(x2
1x + y2 − 2x1xy cos θ)3/2

− y sin θ

(x2
2x + y2 − 2x2xy cos θ)3/2

}∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣m3

{
y sin θ

(x2
1x + y2 − 2x1xy cos θ)3/2

− y sin θ

((−m1

m2
x1x)2 + y2 − 2(−m1

m2
x1x)y cos θ)3/2

}∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣m3y sin θ

 1

(x2
1x + y2 − 2x1xy cos θ)3/2

− 1

(
m2

1

m2
2
x2
1x + y2 + 2m1

m2
x1xy cos θ)3/2


∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣m3y sin θ

 1

(
m2

2x
2

(m1+m2)2
+ y2 + 2 m2x

m1+m2
y cos θ)3/2

− 1

(
m2

1x
2

(m1+m2)2
+ y2 − 2 m1x

m1+m2
y cos θ)3/2


∣∣∣∣∣∣

(2.34)

14



となる。(2.34)式を図 2.8と同様の条件を代入し、m1 = m2 = m3 = 10M⊙ の場合 (この条件を

Sとする)と、図 2.7の条件 A, Bそれぞれの場合について図 2.11にプロットした。

図 2.11 (2.34)式の角度変化 (青は条件 S,赤は A,緑は B)。

図 2.11を見てみるとm1 とm2 が等しい条件 Sではちょうど π/2のところで最小値をむかえる

が、m1とm2が異なれば π/2からずれる事がわかる。図 2.8と見比べてみると、明らかにm1, m2

に働く潮汐力の垂直方向の成分の差が β に関係している事がわかった。
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第 3章

結論

重力波観測により、宇宙には太陽質量の約 30倍のブラックホール (BH)が多数存在しているこ

とがわかった。この BHの起源として宇宙初期に形成される原始ブラックホール (PBH)が候補の

1つとして考えられている。2つの PBHが他の PBHからの潮汐力を受け、連星を形成すると、そ

の連星は重力波放出によるエネルギーの減少に伴い軌道を縮め、最終的に合体する。PBH連星の

長半径・離心率がわかれば合体時間が一般相対論によって一意的に決まる為、PBHの空間、質量

分布の情報から合体数の確率分布が得られ、図 2.2のように重力波検出器の観測結果と見比べるこ

とにより、PBHの存在を検証する為の良い手段になり得る。

本研究では宇宙に存在するダークマターが全て PBH（f = 1）だと仮定し、図 2.3のように連星

を形成する PBHと潮汐力を与える PBH、計 3つの PBHで連星の軌道を指定するパラメーター

である α, β を非等質量 PBHの場合で求めることを目的とし研究を行った。

Runge–Kutta–Fehlberg法（付録 C）で (2.15)式の数値積分を行い α, β を見積もった。その結

果、今まで同質量 PBHの場合のみで考えられていた α, β を非等質量 PBHの場合で表 2.1のよう

に見積もる事が出来た。角度によって値が変化し、特に β に関しては最大で約 0.6の差があること

がわかった。また、PBHの質量と潮汐力を与える PBHの角度のみを変化させ α, β との関係を図

2.8にプロットした。α に関しては連星に潮汐力を与える m3 が連星を組む PBHのどちらかに近

いとき大きくなり、その変化は質量の小さいm1 に近いときに特に大きくなることがわかった（図

2.8左）。β に関しては上に凸の二次曲線の様に角度によって変化することがわかった（図 2.8右）。

次に αはm3 に関する重力ポテンシャルが、β は潮汐力によって値が大きく変化すると考え、解

析的に考察した。その結果、α, β を決定付ける為に必要な (2.25)式, (2.34)式が得られた。

今後は (2.25)式, (2.34)式から、数値計算を用いず係数 α, β を初期条件である連星を組む PBH

間の距離 x、連星の重心からm3 までの距離 y、 PBHの質量で表す事が出来ないか考えたい。そ

れにより、図 2.2のように係数を固定せずに宇宙初期でランダムに分布している非等質量 PBHが

組むそれぞれの連星に係数を与え、そのことによる合体率の変化について考えたい。また、3体目

の PBH が宇宙膨張から切り離され、連星を形成している PBH に近付き、連星を壊す事もある。

Raidalらは 70体の PBHを用いて数値計算をする事により f が 0.1以下の時にはこの影響が少な

いと結論を出しているが [13]、連星を壊す PBHの影響による合体率の変化なども考えていきたい。
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付録 A

長半径・短半径

2.2章で長半径や短半径を見積もる際に使用した (2.3)式について考える。以下 G = 1とする:

a = αxRdc, b = β
2m3

m1 +m2

(
x

y

)3

a.

長半径については、m1, m2 が近付き始める時のスケール因子を共動座標にかけたものが物理的な

距離になり、それと比例係数 αとの積が長半径になるというのはイメージしやすい。次に短半径に

ついて考える。

図 A.1 PBHの配置。

図 A.1のように PBHが置かれているとする。等密度時の BHのエネルギー密度 ρBH はその時の

スケール因子 Rdc を用いて

ρBH ≡ m1 +m2

2(xRdc)3
(A.1)

と書ける。m1 にm2 から働く力は

m1
d2x1

dt2
= − m1m2

|x1 − x2|3
(x1 − x2)

⇒
∣∣∣∣d2x1

dt2

∣∣∣∣ = m2

|x1 − x2|2
(A.2)

と書ける。t = 0の時を等密度時とし、その時の加速度で m1 の自由落下 (初速度 0の等加速度直

線運動)を考える。(A.2)式より ∣∣∣∣d2x1(0)

dt2

∣∣∣∣ = m2

|x1(0)− x2(0)|2
. (A.3)
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さらに、(A.3)を積分し、初期条件として x1(0) = 0, x2(0) = xRdc とすると

x1 =
m2

2(xRdc)2
t2 (A.4)

と書ける。2体の重心は時間変化しないので t = 0での重心は

x12g =
m1x1(0) +m2x2(0)

m1 +m2

=
m2xRdc

m1 +m2
(A.5)

で書け、重心に達した時、衝突すると考えると (A.4)、(A.5)式から自由落下時間 tff は

m2xRdc

m1 +m2
=

m2

2(xRdc)2
t2ff

⇒ t2ff =
2(xRdc)

3

m1 +m2
=

1

ρBH
. (A.6)

図 A.2 PBHの潮汐力。

また、3体目からの潮汐力は図 A.2を参考に図中の赤矢印は m3 からの力の単位ベクトル e12g を

表すとして、m1 とm2 の重心にかかる加速度は

d2r12g
dt2

=
m3

(yRdc)2
e12g. (A.7)

重心から微小な量 ∆x離れた場合の加速度を考えると、

d2r

dt2
=

m3

(yRdc ±∆x)2
e12g

=
m3

(yRdc)2(1± ∆x
yRdc

)2
e12g

≃ m3

(yRdc)2
e12g(1∓ 2

∆x

yRdc
+ · · · ). (A.8)

潮汐力はこれらの差と考える事ができ、∆x = ±αxRdc とすれば単位質量あたりの潮汐力は

tidal force ∝ m3αxRdc

(yRdc)3
(A.9)
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と書ける。短半径はこの潮汐力と自由落下時間の 2乗に比例係数 β がかかったものになると考え

る事ができる。次元も考えてみると短半径
[
L
]
=β ×潮汐力

[
LT−2

]
× (自由落下時間)2

[
T 2

]
とな

り、一致している事がわかる。よって短半径は以下のようになる:

b = β
m3αxRdc

(yRdc)3
2(xRdc)

3

(m1 +m2)

= αβ
2m3

m1 +m2

x4

y3
Rdc

= β
2m3

m1 +m2

(
x

y

)3

a.

(A.10)
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付録 B

ニュートン近似

弱い重力場での計量はミンコフスキー空間の計量から微小なずれ hで書けるとする [14]:

gµν = ηµν + hµν , ηµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , |hµν | ≪ 1. (B.1)

c = 1とし、条件として

(1)重力場は定常で、時間に依らない

(2)計量は対称テンソルであり、g0i = gi0 = 0, (i = 1, 2, 3)

(3)物体の速度が光速に比べて遅く、dx0

dτ ≃ 1

とする。測地線方程式を求める前にクリストフェル Γρ
µν の (µ, ν) = (0, 0)成分は、hµν の 2次の

項を無視して

Γρ
00 ≈ 1

2
ηργ

(
∂h0γ

∂x0
+

∂hγ0

∂x0
− ∂h00

∂xγ

)
=

1

2
ηργ

(
−∂h00

∂xγ

)
(B.2)

と近似できる。最後の等号では条件 (1)を使った。測地線方程式の (µ, ν) = (0, 0)成分は

d2xρ

dτ2
+ Γρ

00

dx0

dτ

dx0

dτ
= 0

⇒ d2xρ

dτ2
= −Γρ

00

= −1

2
ηργ

(
−∂h00

∂xγ

)
=

1

2

∂h00

∂xρ
(B.3)

となる。これがニュートン力学の式
d2xρ

dt2
= − ∂ϕ

∂xρ
(B.4)

に帰着しなければいけないので、(B.3)式と見比べて

h00 = −2ϕ, (B.5)

g00 = −1− 2ϕ (B.6)
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が得られる。ここで ϕは重力ポテンシャルである。[15]によれば Einstein方程式

Rµν = −8πG(Tµν − 1

2
gµνT

λ
λ) (B.7)

の速度の 2次までの近似で (µ, ν) = (0.0)と (i, j = 1 ∼ 3)成分は

∇2h00 = −8πGT 00 (B.8)

∇2hij = −8πGδijT
00 (B.9)

と書ける。ここで (B.5)式より (B.8)式は

∇2ϕ = 4πGT 00 (B.10)

poisson方程式と同じ形で書ける。これより (B.9)式は

∇2hij = −8πGδij
∇2ϕ

4πG

= −2δij∇2ϕ (B.11)

⇒ hij = −2δijϕ (B.12)

hij は i = j のみで値をもち、h00 = h11 = h22 = h33 となる。よってスケール因子を含めて考え

た時の計量は

ds2 = −(1 + 2ϕ)dt2 + (1− 2ϕ)R(t)2dx2 (B.13)

と書ける。
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付録 C

数値積分法

目標は微分方程式、
dx(t)

dt
= f(t, x) (C.1)

を解く事だが、数値計算では連続的な微分を離散的に考え、近似的に積分を行う。具体的には

xi+1 − xi

dt
= f(t, x), xi+1 = xi + dtf(t, x) (C.2)

のように既知の点から (C.1)式の情報を使って次の位置を離散的に求め、これを繰り返す。この方

法は最もシンプルな方法で Euler法と呼ばれている (図 C.1左)。

(C.2)式はテイラー展開 x(t+ dt) ≒ x(t) + x′(t)dt+ 1
2x

′′dt2… (′ = d/dt)と比べてみると 1次

までに対応している為、誤差は刻み幅 dtの 2乗に比例して大きくなる。つまり刻み幅を 2倍にす

れば誤差は 4倍になる。また、次のように段数 kを用いて数値積分をする方法がある。これは 2次

のテイラー展開までに対応するので、2次の Runge–Kutta法と呼ばれる (図 C.1右):

k1 = hf(ti, xi), k2 = hf(ti +
dt

2
, xi +

k1
2
), xi+1 = xi + k2. (C.3)

図 C.1 Euler法 (左)と 2次の Runge-Kutta法 (右 ※関数が図では y(t)となっている) [16]より引用。
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また、Runge–Kutta 法は次数が高くなる程、計算しなくてはいけない段数 k が増えてしまう。

また 4次までの Runge–Kutta法では段数と次数が対応しているが、それ以上の次数では必要とす

る段数が増えてしまい計算コストがかかってしまう為、係数も簡単な次の 4次の Runge–Kutta法

が多く用いられる (図 C.2)[17]:

k1 = hf(ti, xi),

k2 = hf(ti +
dt

2
, xi +

k1
2
),

k3 = hf(ti +
dt

2
, xi +

k2
2
),

k4 = hf(ti + dt, xi + k3),

xi+1 = xi +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4). (C.4)

図 C.2 4次の Runge–Kutta法 ([18]から引用)。

N体計算など、重力ポテンシャルによる運動を数値積分する際、距離が十分近付いてしまうと、

重力ポテンシャルの分母が小さくなって受ける力が大きくなり、誤差が大きくなってしまう。その

為、そのように誤差が大きくなりそうな時に自動で刻み幅を調節するアルゴリズムもある。本研究

で用いた Runge–Kutta–Fehelberg 法を取り上げる [19]。これは、4 次近似と 5 次近似を計算し、

その誤差を評価して刻み幅 hを調節する。4次と 5次を同時に計算するため、一見、計算コストが

かかりそうに感じるが、Runge–Kutta法の 4次と 5次の段数の間で共通している部分が多い為、

それによって計算コストを抑えている。
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図 C.3 RKF法 ([20]から引用)。

図 C.3を計算し、4次 x(4) と 5次 x(5) の精度の近似を次のように得る:

x
(5)
i+1 = xi +

(
16

135
k1 +

6656

12825
k3 +

28561

56430
k4 −

9

50
k5 +

2

55
k6

)
,

x
(4)
i+1 = xi +

(
25

216
k1 +

1408

2565
k3 +

2197

4104
k4 −

1

5
k5

)
.

誤差 R = |x(4) − x(5)|を計算すると、

R = |x(4) − x(5)| =
∣∣∣∣ 1

360
k1 −

128

4275
k3 −

2197

75240
k4 +

1

50
k5 +

2

55
k6

∣∣∣∣ (C.5)

となる。そして、(C.5)式と安全係数 q、許容誤差を指定する値 ϵを用いて、刻み幅を評価する w

を次のように求める:

w = q
( ϵ

R

)1/5

. (C.6)

wが 1以上ならば許容誤差範囲内であり、その刻み幅のまま次のステップに進む。しかし 1未満で

あれば、1/w の切り上げた整数 N で刻み幅を分割し、計算を行う。これにより誤差の大きいとこ

ろでは刻み幅を小さくし、計算する事が可能になる。図 C.4に初速度 0で重力のみ働く 3つの質

点の軌道計算を 4次の Runge–Kutta法と Runge–Kutta–Fehelberg法を用いて比較した。4次の

Runge–Kutta法では刻み幅が大きすぎ、質点が離れていってしまっている。
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図 C.4 4次の RK法 (左)と RKF法の比較 (右)。
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付録 D

数値計算の信頼性

通常、多体系でも全エネルギーと全角運動量は保存する。今回行った数値計算の信頼性を考える

為、ハミルトニアンH (図 D.1)と角運動量 L (図 D.2)について計算を行い、保存しているかを確

認した。変数を tではなくスケール因子 Rとして計算している。図 D.1 (図 D.2)の縦軸は初期値

のハミルトニアン (全角運動量)で規格化している。

図 D.1 ハミルトニアンの時間変化。
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図 D.2 全角運動量の時間変化。

ハミルトニアンは質点が近付いた時に大きく変化しているが、その後、同じくらいの値を取って

いる為、概ね保存しているように見える。全角運動量に関しても概ね保存している事がわかった。

しかし、ステップが増えていくと少しずつ誤差が出てきている事もわかる。
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