
雲の微物理パラメタリゼーション 8/Jun./2007和田　浩二 1

(3)粒子間衝突

CLxy, CLxyN

まず、カテゴリー xに属する粒子が、カテゴリー yに属する粒子に衝突併合されることで、xの混
合比 qx = Ntxm̄x/ρ̄が減る（あるいは yの混合比 qyが増える）レートCLxyを一般的に求める1。

直径Dyの y粒子が相対速度
∣∣∣Ux(Dx) − Uy(Dy)

∣∣∣で直径Dx～Dx+dDxの x粒子を掃き集めた場合、そ
の y粒子の単位時間当たりの質量増加分（単位体積あたり）は、

π

4

(
Dx + Dy

)2
Exy(Dx,Dy)

∣∣∣Ux(Dx) − Uy(Dy)
∣∣∣ mx(Dx)nx0e

−λxDxdDx (5.59a)

ここで、π4
(
Dx + Dy

)2
は衝突断面積。Exy(Dx,Dy)は x粒子と y粒子が衝突したときの捕捉率。nx0e−λxDx

は x粒子の単位体積中のサイズ分布密度関数で、λx = 1/D̄x, nx0 = Nxλx = Nx/D̄xである。
これを、x粒子の全サイズで積分すれば、一つの y粒子の質量増加分が得られる。それをさらに y

粒子の単位体積中の全サイズにわたって積分すれば、単位体積中の y粒子の総質量増加レートが得ら
れるから、CLxyは一般に以下のように書き下せる：

CLxy =
1
ρ̄

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

π

4

(
Dx + Dy

)2
Exy(Dx,Dy)

∣∣∣Ux(Dx) − Uy(Dy)
∣∣∣ mx(Dx)nx0e

−λxDxdDx

)
ny0e

−λyDydDy

(5.59b)
この積分を以下の近似を用いて行う。

• Exy(Dx,Dy) =一定2.

•
∣∣∣Ux(Dx) − Uy(Dy)

∣∣∣ ' √(
Ūx − Ūy

)2
+ αŪxŪy.ここで Ūx, Ūyは質量の重みをつけた平均落下速度。

α = 0.04とする。α = 0とすると Ūx ∼ ŪyのときにCLxyを著しく過小評価してしまう。

• mx(Dx) = π6ρxD3
x.

すると解析的に積分できて3、

CLxy = π
2Exy

√(
Ūx − Ūy

)2
+ αŪxŪy

ρx

ρ̄
nx0ny0

(
5
λ6

xλy
+

2
λ5

xλ
2
y

+
0.5
λ4

xλ
3
y

)
.　 (5.62)

同様にして、カテゴリー xに属する粒子が、カテゴリー yに属する粒子に衝突併合されることによ
る数密度の変化率 (x粒子の数密度の減少率) CLxyNは、

CLxyN =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

π

4

(
Dx + Dy

)2
Exy

∣∣∣Ux(Dx) − Uy(Dy)
∣∣∣ nx0e

−λxDxny0e
−λyDydDxdDy

=
π

2
Exy

√(
Ūx − Ūy

)2
+ αŪxŪy nx0ny0

(
1
λ3

xλy
+

1
λ2

xλ
2
y

+
1
λxλ3

y

)
. (5.63)

1Ntx : x粒子の総数密度。単に Nxとも書かれる。
m̄x : x粒子の平均質量。
ρ̄ : 空気の密度。

2本来は Exyには粒径依存性がある。水野量 p65参照。
3積分公式：　

∫ ∞

0
xβe−λxdx=

Γ(β + 1)
λβ+1

(
=

n!
λn+1
, if β = n ∈ Z

)
.
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雲粒・雲氷粒子が降水粒子 (雨、雪、霰)に捕捉される場合

カテゴリー xに属する粒子が雲粒・雲氷（＝粒径が小さく落下速度も小さい）、カテゴリー yに属す
る粒子が降水粒子（＝粒径が大きく落下速度も大きい）の場合に、CLxyは簡単に書き下せる。

一般的な式 (5.59b)において近似：

• Dx << Dy =⇒ Dx + Dy ' Dy.

• Ux << Uy =⇒ Uy − Ux ' Uy.

• 表 5.1より、Uy(Dy) = αuyD
βuy
y

(
ρ0
ρ̄

)1/2
.ここで ρ0は地表面における空気密度。

• 捕捉率 Exyは平均的な値として Ēxy = S tk2/(S tk+ 0.5)2.ここで、S tkは雲粒と降水粒子の平均粒

径から求めたストークス数4で、例えば S tk=
ρwD̄2

xŪy

9µD̄y
で与える。

• 雲粒・雲氷の粒径分布密度関数は単分散を仮定（しなくてもよい？）nx(Dx) = Nxδ(Dx − D̄x).

すると、

CLxy =
1
ρ̄

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

π

4
D2

yĒxyUy(Dy)mx(Dx)nx(Dx)dDx

)
ny0e

−λyDydDy (5.64)

=
π

4
Ēxy

1
ρ̄

∫ ∞

0
mx(Dx)nx(Dx)dDx

∫ ∞

0
D2

yαuyD
βuy
y

(
ρ0

ρ̄

)1/2

ny0e
−λyDydDy

=
π

4
Ēxyqxny0αuyΓ(3+ βuy)λ

−(3+βuy)
y

(
ρ0

ρ̄

)1/2

(5.65)

4ストークス数の意味するところは、S tk= 粒子の流れ場に対する応答時間 τV
流れ場の変化の特性時間 τFS tk� 1 −→ 粒子の運動は流れ場に追従 : Ēxy→ 0 (S tk→ 0)

S tk� 1 −→ 粒子の運動は流れ場と独立 : Ēxy→ 1 (S tk→ ∞)

ストークス流を仮定すると、粒子の運動方程式は

m
dv
dt
= 3πµD(u− v)

ここで µは流体の粘性率、uは流速、Dは粒子直径。これから

dv
dt
=

u− v
3πµDm

したがって、

τV ∼ 3πµDm=
ρdD2

18µ

ここで ρdは粒子の密度。また、流れ場の変化の特徴的スケールを Lとすると

τF ∼
L
u

従って、ストークス流においてストークス数は

S tk=
τV
τF
∼ ρdD2u
µL

と与えられる。



雲の微物理パラメタリゼーション 8/Jun./2007和田　浩二 3

過冷却の雨滴が氷晶と衝突して凍結し、霰になる場合

カテゴリー xに属する粒子が雨滴、カテゴリー yに属する粒子が氷晶（雲氷）の場合に、CLxyすな
わちCLri を書き下す。CLri は、雨滴混合比の減少率（霰混合比の増加率）である。

一般的な式 (5.59b)において近似、

• 氷晶（雲氷）のサイズは単分散、すなわち Dy=i = D̄i, Uy=i = Ūi.

• D̄i << Dx=r . =⇒ Dr + D̄i ' Dr

• Ui << Ux=r =⇒ Ur − Ūi ' Ur .

• 表 5.1より、Ur(Dr) = αurD
βur
r

(
ρ0
ρ̄

)1/2

• mr(Dr) =
ρwπD3

r
6

• 捕捉率 Eri は一定。

• 過冷却雨滴と氷晶が衝突する時、0℃付近の比較的暖かい層においては、凍結速度は熱収支で
決まるため 1タイムステップで完全に凍結しない場合もありうるが、瞬時に凍結すると仮定。

すると、

CLri =
1
ρ̄

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

π

4
D2

r Eri Ur(Dr)mr(Dr)nr0e
−λr Dr dDr

)
ni(Di)dDi (5.67a)

=
π

4
Eri

1
ρ̄

∫ ∞

0
ni(Di)dDi

∫ ∞

0
D2

rαurD
βur
r

(
ρ0

ρ̄

)1/2
ρwπD3

r

6
nr0e

−λr Dr dDr

=
π2ρw

24ρ̄
Eri Ninr0αurΓ(6+ βur)λ

−(6+βur)
r

(
ρ0

ρ̄

)1/2

(5.67b)

数密度の変化率、すなわち雨滴の数密度の減少率CLriN は、同様に、

CLriN = =

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

π

4
D2

r Eri Ur(Dr)nr0e
−λr Dr dDr

)
ni(Di)dDi (5.68a)

=

∫ ∞

0

π

4
Eri NiD

2
rαurD

βur
r

(
ρ0

ρ̄

)1/2

nr0e
−λr Dr dDr (5.68b)

=
π

4
Eri Ninr0αurΓ(3+ βur)λ

−(3+βur)
r

(
ρ0

ρ̄

)1/2

(5.68c)

式 (5.68b)中の被積分関数は、単位時間単位体積あたりに直径 Dr ∼ Dr + dDr の過冷却雨滴が氷晶と
衝突する総個数（総回数）を示すもので、図 5.5に異なる Niに対してプロットされている。

雲氷の数濃度 Ni大きく、大粒の雨滴が多い（Dr 大） =⇒ 過大評価になる場合がある！
要注意！！

これは、求めたCLri , CLriN が単に単位時間に氷晶と衝突する雨滴の質量を積算した混合
比や衝突回数を示しているに過ぎず、複数回の衝突をカウントしてしまっているため。一
度衝突して霰になると 2回目以降の衝突で新たに霰を生成することはない。
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図 5.5: Ferrier(1994)より。
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霰の雲粒・雲氷・雪・雨滴捕捉成長

●乾燥成長

霰に付着した過冷却水全てが瞬時に凍結する場合。このときの霰混合比増加率は

PGdry = CLcg+CLrg +CLig +CLsg (5.69)

ただし、氷同士の捕捉率（付着率）は低いため、霰と衝突する雲氷・雪はほとんど成長に寄与しな
い。つまりCLigとCLsgはかなり小さい。

●湿潤成長

気温が比較的高く、雲水量の多い場所　
→　捕捉雲粒が凍結する際の潜熱放出ができず、一部未凍結のままで霰の表面が濡れてくる。
→　捕捉過冷却水の凍結量は熱収支で決定。一方、雲氷・雪は効率良く捕捉され成長に寄与。

このときの霰混合比増加率は

PGwet =
2πng0 {ka(T0 − T) + LvDv(ρvs(T0) − ρv)}

ρ̄
(
L f −Cw(T0 − T)

) VENTg +
(
CL′ig +CL′sg

) (
1+

Ci(T0 − T)
L f −Cw(T0 − T)

)
(5.70)

で与えられる。

第１項　…　通風効果を考慮した霰表面からの顕熱・潜熱輸送の収支から決まる凍結量
(Appendix参照)。

第２項　…　捕捉される雲氷・雪の量と、それらの温度 T と霰表面温度 T0 = 0℃の差
(T0 > T)による顕熱輸送によって決まる凍結量。

ここで、kaは空気の熱伝導率、Lvは蒸発の潜熱、Dvは水蒸気の拡散係数、ρvs(T0)は温度T0

における飽和水蒸気密度、rhovは水蒸気密度、L f は融解の潜熱、Cwは水の比熱、VENTg

は通風係数項、CL′ig, CL′sgはそれぞれ湿潤成長の霰による氷晶・雪の衝突捕捉速度。

乾燥成長 or湿潤成長 ? PGdry ≤ PGwet −→ 乾燥成長

PGdry > PGwet −→ 湿潤成長
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雲氷同士の凝集による数密度の減少率

数密度減少率の一般式 (5.63)において、x = y = i,相対速度をサイズに依らずUiX (Xは落下速度の
スペクトル分散)、Eii =一定とする。さらに二重カウントを除くと、雲氷同士の凝集による数密度の
減少率は

AGNi = −
1
2
× πEiiUiX

2
n2

i0

3

λ4
i

= −1
2
× 3

2
πD̄2

i EiiUiX × N2
i

= −1
2

KI N
2
i (5.71)

ここで、

KI =
3
2
πD̄2

i EiiUiX (5.72)

とした5。表 5.1から

Ui = αuiD̄i

(
ρ0

ρ̄

)1/3

(5.73)

これを代入すると

KI = 9
qi ρ̄αuiEii X
ρi

(
ρ0

ρ̄

)1/3 /
Ni =

c1

Ni
(5.74)

したがって、
AGNi = −

c1

2
Ni (5.76)

雪同士の凝集による数密度の減少率

AGNs = −
1
2
× π

4
αusn

2
s0

∫ ∞

0

∫ ∞

0
(D1 + D2)

2
∣∣∣Dβus

1 − Dβus

2

∣∣∣ e−λs(D1+D2)dD1dD2 (5.77)

5単分散で計算すると KI = πD̄2
i Eii UiX.いづれにしてもテキストと係数が合わない?
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A 霰の湿潤成長における凍結量
表面温度 T0 (=0℃)、半径 aの霰に、温度 T(< T0)の過冷却水が付着した際の凍結増加率およびそ

れによる霰混合比増加率 (式 5.70の右辺第一項）を導出する。

• 過冷却水は霰の表面に一様に付着すると仮定。

• 時間 ∆tの間に ∆aだけ霰（凍結部分）が成長すると考える。

• 大気の温度も T.

• 時間 ∆tで大気中に捨て去られる熱量を Qout、凍結に伴って正味捨て去る必要のある熱量を Qn

として、熱収支
Qout = Qn (A.1)

によって凍結レートを決定する。

Qout

Qoutは、強制対流（伝導）と蒸発の２つの過程の寄与を考える。
大気への熱伝導 (?)を考えると伝わる熱量は

4πa2 × ka
T0 − T

a
× ∆t = 4πaka(T0 − T)∆t. (A.2)

蒸発レートは定常を仮定して

dm
dt
= 4πa2Dv

dρ
dr
= 4πaDv(ρv − ρvs) (A.3)

で与えられるから6、蒸発によって持ち去られる熱量（蒸発潜熱の分）は

−Lv
dm
dt
× ∆t = 4πaLvDv(ρvs− ρv). (A.4)

これら 2つを足し、さらに通風効果を考慮するために無次元の通風効果係数 f̄ を掛けることでQout

が得られる:
Qout = 4πa {ka(T0 − T) + LvDv(ρvs− ρv)} f̄∆t. (A.5)

Qn

凍結により発生する潜熱の一部は顕熱として取り去ってくれるので、正味取り去られなければな
らない熱量Qnは、

Qn = 4πa2∆a× ρw

{
L f −Cw(T0 − T)

}
(A.6)

一つの霰の成長率：dM/dt

熱収支Qout = Qnより、

4πa2∆aρw

∆t
=

4πa {ka(T0 − T) + LvDv(ρvs− ρv)} f̄
L f −Cw(T0 − T)

. (A.7)

左辺は一つの霰の成長率 dM/dtをあらわしているから、

dM
dt
=

4πa {ka(T0 − T) + LvDv(ρvs− ρv)} f̄
L f −Cw(T0 − T)

. (A.8)

6定常解は、
dρ
dr
=

a
r2

(ρv − ρv,a)
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霰混合比増加率: PGwet,1

全てのサイズにわたって霰の成長率を足し合わせると霰の総質量増加率がもとまる：∫ ∞

0

dM
dt

(Dg)ng0e
−λDgdDg =

∫ ∞

0

2πDg {ka(T0 − T) + LvDv(ρvs− ρv)} f̄

L f −Cw(T0 − T)
ng0e

−λDgdDg

=
2πng0 {ka(T0 − T) + LvDv(ρvs− ρv)}

L f −Cw(T0 − T)
f̄
λ2

g

(A.9)

これを ρ̄で割れば霰混合比増加率となり、

PGwet,1 =
2πng0 {ka(T0 − T) + LvDv(ρvs− ρv)}

ρ̄
{
L f −Cw(T0 − T)

} f̄
λ2

g

. (A.10)

通風係数項 VENTgを f̄ /λ2
gとすれば

PGwet,1 =
2πng0 {ka(T0 − T) + LvDv(ρvs− ρv)}

ρ̄
{
L f −Cw(T0 − T)

} VENTg. (A.11)

となり、(式 5.70の右辺第一項）が導出された。


