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重力値とその補正に関する理論式の導出メモ 

 

０．はじめに 

 

とある業務の都合上、重力値とその補正の理論式をフォローする必要が生じた。しかしそ

れらの導出を記述した日本語の専門書は容易に入手することはできなかった。その後、幸い

にしてHeiskanen and Moritz(1967)という英文の専門書にたどり着いた。Heiskanen and 

Moritz(1967)には導出などの要点が比較的丁寧に記述されているものの、導出の詳細部分や

補正の具体的な表式については省略されている。そこで本文書では Heiskanen and 

Moritz(1967)以外の文献も参照しつつ、重力値とその補正の理論式の導出を詳細にフォロー

することとした。 

 本文書の構成は以下のようになっている。 

 １．Somiglianaの公式の導出 

 ２．高度変化を考慮した重力値の導出 

 ３．大気補正式の導出 

 ４．ブーゲー平板補正式の導出 

 ５．地形補正式の導出 

 付録：各種数学公式の導出 

なお、あくまで本文書は個人的メモという扱いであるので、読者におかれては性悪説の立場

に基づいて参照されたい。 

 

１．Somiglianaの公式の導出 

 

本節では地球が回転楕円体面とみなせるときの地球表面における重力値(正規重力)を記

述する Somiglianaの公式を導出する。導出の流れとしては、 

１．重力ポテンシャルの支配方程式である「一般化されたポアソン方程式」を導出する 

２．一般化されたポアソン方程式を楕円座標系のもとで解き、重力ポテンシャルを得る 

 ３．重力ポテンシャルの鉛直勾配をとり、重力値を得る 

となる。 

 

１．１ 一般化されたポアソン方程式の導出 

 

最初に一般化されたポアソン方程式を導出する。地球とともに回転する座標系において、

地球上の物体に働く主な力として地球からの万有引力、地球の自転に伴う遠心力の二つが

挙げられる。これらの力はいずれもポテンシャルの勾配によって記述されるポテンシャル

力である。地球の中心を原点とし、赤道面上に x軸、y軸、地球自転軸方向に z軸をとり、
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地球上の点 P での位置ベクトルを r=(x,y,z)とする。このとき点 Pでの万有引力、遠心力を

それぞれ Fg、Fcとすると、 

 𝑭𝑔 = −
𝐺𝑀

|𝒓|3
𝐫 (1.1)   

 𝑭𝑐 = 𝜔
𝟐𝐫 (1.2)   

となる。但し、G、M、ωはそれぞれ万有引力定数、地球質量、地球自転角速度を表す。こ

こで万有引力、遠心力のポテンシャルをそれぞれ V、Φとし、Fg＝∇V、Fc =∇Φと置くと、

(1.1)、(1.2)式より、 

 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= −

𝐺𝑀𝑥

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

,
𝜕𝑉

𝜕𝑦
= −

𝐺𝑀𝑦

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

, 

 
𝜕𝑉

𝜕𝑧
= −

𝐺𝑀𝑧

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

 

(1.3)   

 
𝜕Φ

𝜕𝑥
= 𝜔2𝑥,

𝜕Φ

𝜕𝑦
= 𝜔2𝑦,

𝜕Φ

𝜕𝑥
= 0 (1.4)   

となる。(1.3)、(1.4)式を積分すると、 

 𝑉 =
𝐺𝑀

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
1
2

=
𝐺𝑀

|𝒓|
 (1.5)   

 Φ =
1

2
𝜔2(𝑥2 + 𝑦2) (1.6)   

となる1。 

 以下、V、Φが満たす方程式を求める。地球を囲む閉曲面 Sを考え、S上に点 Pが存在す

るものとする。また Sによって形成される領域を V’とする。領域 V’におけるポテンシャル

Vのラプラシアン∇2Vの体積積分を考えると、ガウスの定理より、 

 ∭∇2𝑉𝑑𝑉′ =∬∇𝑉 ∙ 𝒏𝑑𝑆 (1.7)   

となる。ここで nは閉曲面の法線ベクトルを表す。nと rのなす角をθとし、(1.7)式の右辺

を変形すると、 

 ∬∇𝑉 ∙ 𝒏𝑑𝑆 = −∬
𝐺𝑀

|𝒓|3
∙ 𝒏𝑑𝑆 = −∬

𝐺𝑀

|𝒓|2
cos𝜃 𝑑𝑆 (1.8)   

となる。ここで dS に対する立体角(原点を中心とする単位円に射影したときの面積)を dΩ

とすると、幾何学的な考察により、 

 cos 𝜃 𝑑𝑆 = |𝒓|2dΩ (1.9)   

の関係が成り立つ。(1.9)式を(1.8)式に代入すると、 

                                                 
1 厳密に言うと、(1.5)式は地球から十分離れた(地球が質点とみなせる)場合で成り立つ近

似式である。 
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 ∬∇𝑉 ∙ 𝒏𝑑𝑆 = −GM∬𝑑Ω = −4𝜋𝐺𝑀 = −4𝜋𝐺∭𝜌𝑑𝑉′ (1.10)   

となる。但し式変形の途中で全立体角(単位円の表面積)が 4πであること、及び地球質量M

が固体地球の体積密度ρの体積積分によって記述できることを用いた。(1.7)、(1.10)式より 

 ∭(∇2𝑉 + 4𝜋𝐺𝜌)𝑑𝑉′ = 0 (1.11)   

となる。(1.11)式は任意の領域 V’で成立するので、 

 ∇2𝑉 = −4𝜋𝐺𝜌 (1.12)   

が得られる。(1.12)式はポアソン方程式と呼ばれる。 

 次にΦが満たす方程式を求める。Φのラプラシアンを(1.6)式より算出すると、 

 ∇2Φ =
𝜕2Φ

𝜕𝑥2
+
𝜕2Φ

𝜕𝑦2
+
𝜕2Φ

𝜕𝑧2
= 2𝜔2 (1.13)   

が得られる。 

 ここで W=V+Φという量を導入すると、W は万有引力と遠心力の合力のポテンシャルと

考えることが出来る。(1.12)、(1.13)式を足し合わせると、 

 ∇2𝑊 = −4𝜋𝐺𝜌 + 2𝜔2 (1.14)   

となり、Wが満たす方程式が得られる。(1.14)式は「一般化されたポアソン方程式」と呼ば

れる。 

 

１．２ 楕円座標系における重力ポテンシャルの導出 

 

以下、楕円座標系における重力ポテンシャルを求める。地上、即ち固体地球境界より外側

では密度ρはゼロとなるので、(1.14)式は 

 ∇2𝑊 = 2𝜔2 (1.15)   

となる。(1.14)式の解は非同次の微分方程式であるので、その一般解は同次の場合の一般解

W1と非同次の場合の特別解W2の和で記述される。W2については遠心力ポテンシャルΦの

表式(1.6)式そのものであることは容易に分かるので、これを楕円座標で書き換えればよい。 

固体地球境界の外側の点を P として、楕円座標系では点 P を通る回転楕円体の半短径 u、

回転楕円体の長半径を半径とする球面上に存在し、点 Pと水平座標が等しい点 Qにおける

余緯度θ、地心経度λによって位置を表す(図 1)。注目している回転楕円体の形状を特徴づ

ける定数 Eを以下のように定義する。 

 𝐸 = √𝑣2 − 𝑢2 (1.16)   

但し v は回転楕円体の長半径である。このとき地心直交座標系 x、y、z は楕円座標系 u、

θ、λによって以下のように表される。 

 𝑥 = √𝑢2 + 𝐸2 sin𝜃 cos 𝜆 (1.17)   

 𝑦 = √𝑢2 + 𝐸2 sin 𝜃 sin𝜆 (1.18)   
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 𝑧 = 𝑢 cos𝜃 (1.19)   

(1.17)、(1.18)式を用いて非同次特別解W2を表すと、 

 𝑊2 =
1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃 (1.20)   

となる。 

 

 

図１：楕円座標の幾何学的な関係。 

 

 

 次に同次一般解W1を求める。楕円座標 u、θ、λに対するスケールファクターをそれぞ

れ hu、hθ、hλとすると、同次一般解に対する微分方程式は以下のように記述される2。 

 

∇2𝑊1 =
1

ℎ𝑢ℎ𝜃ℎ𝜆
[
𝜕

𝜕𝑢
(
ℎ𝜃ℎ𝜆
ℎ𝑢

𝜕𝑊1

𝜕𝑢
) +

𝜕

𝜕𝜃
(
ℎ𝜆ℎ𝑢
ℎ𝜃

𝜕𝑊1

𝜕𝜃
)

+
𝜕

𝜕𝜆
(
ℎ𝑢ℎ𝜃
ℎ𝜆

𝜕𝑊1

𝜕𝜆
)] = 0 

(1.21)   

座標の微小変化に伴う距離の微小変化を dsとすると、以下の関係が成り立つ。 

 
(𝑑𝑠)2 = (𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2 + (𝑑𝑧)2

= ℎ𝑢
2(𝑑𝑢)2 + ℎ𝜃

2(𝑑𝜃)2 + ℎ𝜆
2(𝑑𝜆)2 

(1.22)   

ここで x、y、zが u、θ、λの関数であることに着目すると、 

 𝑑𝑥 =
𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝑑𝑢 +

𝜕𝑥

𝜕𝜃
𝑑𝜃 +

𝜕𝑥

𝜕𝜆
𝑑𝜆 (1.23)   

                                                 
2(1.21)式の導出については、付録 Aを参照されたい。 
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 𝑑𝑦 =
𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝑑𝑢 +

𝜕𝑦

𝜕𝜃
𝑑𝜃 +

𝜕𝑦

𝜕𝜆
𝑑𝜆 (1.24)   

 𝑑𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝑑𝑢 +

𝜕𝑧

𝜕𝜃
𝑑𝜃 +

𝜕𝑧

𝜕𝜆
𝑑𝜆 (1.25)   

と表される。また(1.17)、(1.18)、(1.19)式より 

 (

 
 
 

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕𝜆
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜆
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝜆)

 
 
 

=

(

 
 

𝑢

√𝑢2 + 𝐸2
sin𝜃 cos 𝜆 −√𝑢2 + 𝐸2 cos𝜃 cos 𝜆 −√𝑢2 + 𝐸2 sin𝜃 sin𝜆

𝑢

√𝑢2 + 𝐸2
sin𝜃 sin𝜆 √𝑢2 +𝐸2 cos𝜃 sin𝜆 √𝑢2 + 𝐸2 sin 𝜃 cos 𝜆

cos𝜃 −𝑢 sin𝜃 0 )

 
 

 

(1.26)   

となる。(1.22)式の中辺に(1.23)、(1.24)、(1.25)式を代入すると、 

 

(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2 + (𝑑𝑧)2

= (
𝜕𝑥

𝜕𝑢
)
2

(𝑑𝑢)2 + (
𝜕𝑥

𝜕𝜃
)
2

(𝑑𝜃)2 + (
𝜕𝑥

𝜕𝜆
)
2

(𝑑𝜆)2

+ 2
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝜃
𝑑𝑢𝑑𝜃 + 2

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕𝜆
𝑑𝜃𝑑𝜆 + 2

𝜕𝑥

𝜕𝜆

𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝑑𝜆𝑑𝑢

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝑢
)
2

(𝑑𝑢)2 + (
𝜕𝑦

𝜕𝜃
)
2

(𝑑𝜃)2 + (
𝜕𝑦

𝜕𝜆
)
2

(𝑑𝜆)2

+ 2
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝜃
𝑑𝑢𝑑𝜃 + 2

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜆
𝑑𝜃𝑑𝜆 + 2

𝜕𝑦

𝜕𝜆

𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝑑𝜆𝑑𝑢

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑢
)
2

(𝑑𝑢)2 + (
𝜕𝑧

𝜕𝜃
)
2

(𝑑𝜃)2 + 2
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝜃
𝑑𝑢𝑑𝜃

= [(
𝜕𝑥

𝜕𝑢
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝑢
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑢
)
2

] (𝑑𝑢)2 + [(
𝜕𝑥

𝜕𝜃
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝜃
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝜃
)
2

] (𝑑𝜃)2

+ [(
𝜕𝑥

𝜕𝜆
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝜆
)
2

] (𝑑𝜆)2 + 2 [
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝜃
+
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝜃
+
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝜃
]𝑑𝑢𝑑𝜃

+ 2 [
𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕𝜆
+
𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜆
]𝑑𝜃𝑑𝜆 + 2 [

𝜕𝑥

𝜕𝜆

𝜕𝑥

𝜕𝑢
+
𝜕𝑦

𝜕𝜆

𝜕𝑦

𝜕𝑢
]𝑑𝜆𝑑𝑢 

(1.27)   

となる。ここで(1.26)式より 
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(
𝜕𝑥

𝜕𝑢
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝑢
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑢
)
2

=
𝑢2

𝑢2 + 𝐸2
sin2 𝜃 cos2 𝜆 +

𝑢2

𝑢2 +𝐸2
sin2 𝜃 sin2 𝜆 + cos2 𝜃

=
𝑢2

𝑢2 + 𝐸2
sin2 𝜃 + cos2 𝜃 =

𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃

𝑢2 + 𝐸2
 

(1.28)   

 

(
𝜕𝑥

𝜕𝜃
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝜃
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝜃
)
2

= (𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝜃 cos2 𝜆 + (𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝜃 sin2 𝜆 + 𝑢2 sin2 𝜃

= (𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝜃 + +𝑢2 sin2 𝜃 = 𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃 

(1.29)   

 

(
𝜕𝑥

𝜕𝜆
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝜆
)
2

= (𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃 sin2 𝜆 + (𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃 cos2 𝜆

= (𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃 

(1.30)   

 

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝜃
+
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝜃
+
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝜃

= 𝑢 sin𝜃 cos𝜃 cos2 𝜆 + 𝑢 sin𝜃 cos𝜃 sin2 𝜆 − 𝑢 sin𝜃 cos𝜃

= 𝑢 sin𝜃 cos𝜃 − 𝑢 sin𝜃 cos 𝜃 = 0 

(1.31)   

 

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕𝜆
+
𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜆

= −(𝑢2 + 𝐸2) sin 𝜃 cos 𝜃 sin𝜆 cos 𝜆 + (𝑢2 + 𝐸2) sin 𝜃 cos 𝜃 sin𝜆 cos 𝜆

= 0 

(1.32)   

 
𝜕𝑥

𝜕𝜆

𝜕𝑥

𝜕𝑢
+
𝜕𝑦

𝜕𝜆

𝜕𝑦

𝜕𝑢
= −𝑢 sin2 𝜃 sin𝜆 cos 𝜆 + 𝑢 sin2 𝜃 sin𝜆 cos 𝜆 = 0 (1.33)   

となるので、 

 

(𝑑𝑠)2 = ℎ𝑢
2(𝑑𝑢)2 + ℎ𝜃

2(𝑑𝜃)2 + ℎ𝜆
2(𝑑𝜆)2

=
𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃

𝑢2 + 𝐸2
(𝑑𝑢)2 + (𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃)(𝑑𝜃)2

+ (𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃 (𝑑𝜆)2 

(1.34)   

即ち、 

 ℎ𝑢 = √
𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃

𝑢2 + 𝐸2
, ℎ𝜃 = √𝑢

2 +𝐸2 cos2 𝜃 , ℎ𝜆 = √(𝑢
2 + 𝐸2) sin2 𝜃 (1.35)   

が得られる。(1.35)式を(1.21)式に代入すると、 
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∇2𝑊1 =
1

(𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃) sin𝜃
{
𝜕

𝜕𝑢
[(𝑢2 + 𝐸2) sin𝜃

𝜕𝑊1

𝜕𝑢
]

+
𝜕

𝜕𝜃
(sin𝜃

𝜕𝑊1

𝜕𝜃
) +

𝜕

𝜕𝜆
[
𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃

(𝑢2 +𝐸2) sin𝜃

𝜕𝑊1

𝜕𝜆
]}

=
1

(𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃) sin𝜃
[2𝑢 sin𝜃

𝜕𝑊1

𝜕𝑢
+ (𝑢2 + 𝐸2) sin𝜃

𝜕2𝑊1

𝜕𝑢2

+ cos𝜃
𝜕𝑊1

𝜕𝜃
+ sin𝜃

𝜕2𝑊1

𝜕𝜃2
+
𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃

(𝑢2 + 𝐸2) sin 𝜃

𝜕2𝑊1

𝜕𝜆2
] = 0 

(1.36)   

即ち、 

 

(𝑢2 + 𝐸2)
𝜕2𝑊1

𝜕𝑢2
+ 2𝑢

𝜕𝑊1

𝜕𝑢
+
𝜕2𝑊1

𝜕𝜃2
+ cot 𝜃

𝜕𝑊1

𝜕𝜃

+
𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃

(𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃

𝜕2𝑊1

𝜕𝜆2
= 0 

(1.37)   

が得られる。 

 同次一般解の微分方程式(1.37)式が得られたので、 以下ではこれを解いてゆく。(1.37)式

はW1に対して同次かつ線形であるので、次のように変数分離形の解を仮定する。 

 𝑊1 = 𝑓(𝑢)𝑔(𝜃)ℎ(𝜆) (1.38)   

(1.38)式を(1.37)式に代入すると、  

 
(𝑢2 + 𝐸2)𝑓′′𝑔ℎ + 2𝑢𝑓′𝑔ℎ + 𝑓𝑔′′ℎ + cot 𝜃 𝑓𝑔′ℎ +

𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃

(𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃
𝑓𝑔ℎ′′

= 0 

(1.39)   

となる。但しプライム記号は各関数の独立変数での微分を表す。(1.39)式の両辺を fghで割

ると、 

 
1

𝑓
[(𝑢2 + 𝐸2)𝑓′′ + 2𝑢𝑓′] +

1

𝑔
(𝑔′′ + cot 𝜃 𝑔′) +

𝑢2 +𝐸2 cos2 𝜃

(𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃

ℎ′′

ℎ
= 0 (1.40)   

となる。(1.40)式はさらに次のように変形される。 

 −
(𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃

𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃
{
1

𝑓
[(𝑢2 +𝐸2)𝑓′′ + 2𝑢𝑓′] +

1

𝑔
(𝑔′′ + cot𝜃 𝑔′)} =

ℎ′′

ℎ
 (1.41)   

(1.41)式において右辺はλ、左辺は u、θのみに依存する。このことから(1.41)式の両辺は定

数でなければならない。そこで右辺の値を－m2と置くと、 

 ℎ′′ +𝑚2ℎ = 0 (1.42)   

となる。(1.42)式はいわゆる調和振動子に対する微分方程式であり、その基本解は sin(mλ)、

cos(mλ)で与えられる。 

また(1.41)式の左辺については、 
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1

𝑓
[(𝑢2 + 𝐸2)𝑓′′ + 2𝑢𝑓′] +

1

𝑔
(𝑔′′ + cot 𝜃 𝑔′) −

𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃

(𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃
𝑚2

=
1

𝑓
[(𝑢2 + 𝐸2)𝑓′′ + 2𝑢𝑓′] +

1

𝑔
(𝑔′′ + cot𝜃 𝑔′) − (

1

sin2 𝜃
−

𝐸2

𝑢2 + 𝐸2
)𝑚2

= 0 

(1.43)   

となる。(1.43)式はさらに次のように変形される。 

 
1

𝑓
[(𝑢2 + 𝐸2)𝑓′′ + 2𝑢𝑓′] +

𝐸2

𝑢2 + 𝐸2
𝑚2 = −

1

𝑔
(𝑔′′ + cot 𝜃 𝑔′) +

𝑚2

sin2 𝜃
 (1.44)   

(1.44)式において左辺は u、右辺はθのみに依存する。このことから(1.44)式の両辺は定数

でなければならない。そこでその定数の値を n(n+1)(但し nは正の整数)と置くと3、 

 sin 𝜃 𝑔′′ + cos𝜃 𝑔′ + [𝑛(𝑛 + 1) sin 𝜃 −
𝑚2

sin𝜃
]𝑔 = 0 (1.45)   

 (𝑢2 + 𝐸2)𝑓′′ + 2𝑢𝑓′ − [𝑛(𝑛 + 1) −
𝐸2

𝑢2 + 𝐸2
𝑚2] 𝑓 = 0 (1.46)   

となる。ここで 

 𝑡 = cos𝜃 (1.47)   

と置くと、 

 
𝑑

𝑑𝜃
=
𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑

𝑑𝑡
= −sin 𝜃

𝑑

𝑑𝑡
= −√1− 𝑡2

𝑑

𝑑𝑡
 (1.48)   

 

𝑑2

𝑑𝜃2
=
𝑑

𝑑𝜃
(−√1− 𝑡2

𝑑

𝑑𝑡
) = −cos𝜃

𝑑

𝑑𝑡
+ sin2 𝜃

𝑑2

𝑑𝑡2

= −𝑡
𝑑

𝑑𝑡
+ (1 − 𝑡2)

𝑑2

𝑑𝑡2
 

(1.49)   

となる。(1.47)、(1.48)、(1.49)式を用いて(1.45)式を書き換えると、 

 (1 − 𝑡2)𝑔′′(𝑡) − 2𝑡𝑔′(𝑡) + [𝑛(𝑛 + 1) −
𝑚2

1 − 𝑡2
]𝑔(𝑡) = 0 (1.50)   

となる。(1.50)式はルジャンドル微分方程式と呼ばれており、その基本解は第一種ルジャン

ドル陪関数 Pnm(cosθ)と第二種ルジャンドル陪関数 Qnm(cosθ)である4。第一種ルジャンド

ル陪関数は-1≦cosθ≦1 で発散せず、第二種ルジャンドル陪関数は cosθ=±1 で発散する

という大きな違いがある。 

(1.46)式についても、変数変換によりルジャンドル微分方程式に帰着されることが分かる。

以下、そのことを示す。虚数単位を iとして 

                                                 
3 ここでの定数の値は本来どのように置いても良い筈である。ここであえて n(n+1)と置い

ている理由は、nを正の整数として定数の値が n(n+1)という形でなければ、(1.46)式の解

が有限の値をとらなくなってしまう為である。詳細は付録 B.１節を参照されたい。 
4 ルジャンドル微分方程式の解の導出については、付録 Bを参照されたい。 
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 𝜏 = 𝑖
𝑢

𝐸
 (1.51)   

と置くと、 

 
𝑑

𝑑𝑢
=
𝑑𝜏

𝑑𝑢

𝑑

𝑑𝜏
=
𝑖

𝐸

𝑑

𝑑𝜏
 (1.52)   

 
𝑑2

𝑑𝑢2
=
𝑖

𝐸

𝑑

𝑑𝜏
(
𝑖

𝐸

𝑑

𝑑𝜏
) = −

1

𝐸2
𝑑2

𝑑𝜏2
 (1.53)   

となる。(1.51)、(1.52)、(1.53)式を用いて(1.46)式を書き換えると、 

 

(−𝐸2𝜏2 + 𝐸2)
1

𝐸2
𝑓′′(𝜏) − 2

𝜏𝐸

𝑖

𝑖

𝐸
𝑓′(𝜏) + [𝑛(𝑛 + 1) −

𝐸2𝑚2

−𝐸2𝜏2 + 𝐸2
] 𝑓(𝜏)

= (1 − 𝜏2)𝑓′′(𝜏) − 2𝜏𝑓′(𝜏) + [𝑛(𝑛 + 1) −
𝑚2

1 − 𝜏2
] 𝑓(𝜏) = 0 

(1.54)   

が得られる。(1.54)式はルジャンドル微分方程式(1.50)式と同じ形式となっている。従って、

(1.54)式の基本解は Pnm(iu/E)、Qnm(iu/E)となる。 

 以上をまとめると、W1は次の形で表される5。 

 

𝑊1 =∑∑ [𝛼𝑛𝑚
𝑃𝑛𝑚 (𝑖

𝑢
𝐸
)

𝑃𝑛𝑚 (𝑖
𝑏
𝐸
)
+ 𝛽𝑛𝑚

𝑄𝑛𝑚 (𝑖
𝑢
𝐸
)

𝑄𝑛𝑚 (𝑖
𝑏
𝐸
)
]

𝑛

𝑚=0

[𝑎𝑛𝑚𝑃𝑛𝑚(cos𝜃)cos𝑚𝜆

∞

𝑛=0

+ 𝑏𝑛𝑚𝑃𝑛𝑚(cos𝜃) sin𝑚𝜆 + 𝑐𝑛𝑚𝑄𝑛𝑚(cos𝜃) cos𝑚𝜆

+ 𝑑𝑛𝑚𝑄𝑛𝑚(cos𝜃)sin𝑚𝜆] 

(1.55)   

いま物理的に意味のある解は地球表面から無限遠の領域で有限である解であるので、その

条件を満たすW1を求めなければならない。先ず上で述べたように Qnm(cosθ)は cosθ=±1

で発散してしまうので、全ての n、m について cnm=dnm=0 でなければならない。次に

Pnm(iu/E)、Qnm(iu/E)の振舞いについて考える。E→0なる極限(回転楕円体を球に近付ける

極限)を考えてみると、満たすべき微分方程式(1.54)式は単純化されて 

 𝑢2𝑓′′ + 2𝑢𝑓′ − 𝑛(𝑛 + 1)𝑓 = 0 (1.56)   

となる。(1.56)式において f=upと置くと、p=n, -n-1が得られる。即ち(1.56)式の基本解は un

と u-(n+1)となる。従って E→0 の極限において Pnm(iu/E)、Qnm(iu/E)は un、u-(n+1)のいずれ

かに収束することになる。ここで Qnm(iu/E)は iu/E=±1で発散するので、E→0の極限にお

いては u=±Ei→0 で発散することになる。(1.56)式の基本解のうち、u→0 で発散するのは

u-(n+1)である。従って 

 lim
𝐸→0

𝑃𝑛𝑚 (𝑖
𝑢

𝐸
) = 𝑢𝑛 (1.57)   

                                                 
5 Pnm(iu/E)、Qnm(iu/E)の比例係数において陽に Pnm-1(iu/E)、Qnm-1(iu/E)を括り出してい

るのは、後の計算の便宜を考慮してのことである。単に比例係数をαnm、βnmと置いても

(計算の手数は少々増えるものの)問題なく計算は進められる。 
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 lim
𝐸→0

𝑄𝑛𝑚 (𝑖
𝑢

𝐸
) = 𝑢−(𝑛+1) (1.58)   

となることが分かる。(1.57)式より E→0の極限では、Pnm(iu/E)は無限遠の領域(u→∞)にお

いて発散する。従って少なくとも E→0という極限においてW1が有限である為には、全て

の n、mについてαnm=0でなければならない。以上より 

 𝑊1 =∑∑
𝑄𝑛𝑚 (𝑖

𝑢
𝐸
)

𝑄𝑛𝑚 (𝑖
𝑏
𝐸
)

𝑛

𝑚=0

[𝑎𝑛𝑚𝑃𝑛𝑚(cos𝜃) cos𝑚𝜆 + 𝑏𝑛𝑚𝑃𝑛𝑚(cos𝜃)sin𝑚𝜆]

∞

𝑛=0

 (1.59)   

となる。地球が回転楕円体とみなせる場合、W1は自転軸について対称となるので、経度λ

には依存しない。このとき(1.59)式の添え字mについてはm=0の項だけが生き残り、 

 𝑊1 =∑
𝑄𝑛 (𝑖

𝑢
𝐸
)

𝑄𝑛 (𝑖
𝑏
𝐸
)
𝐴𝑛𝑃𝑛(cos𝜃)

∞

𝑛=0

 (1.60)   

となる。但し an0≡An、Pn0＝Pn、Qn0=Qnと置いた6。(1.20)、(1.60)式より 

 𝑊 = 𝑊1 +𝑊2 = ∑
𝑄𝑛 (𝑖

𝑢
𝐸
)

𝑄𝑛 (𝑖
𝑏
𝐸
)
𝐴𝑛𝑃𝑛(cos𝜃)

∞

𝑛=0

+
1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) sin2 𝜃 (1.61)   

となる。ここで長半径の球に対する緯度(更成緯度と呼ばれる)β=π/2 –θを導入すると、 

 𝑊(𝑢, 𝛽) = ∑
𝑄𝑛 (𝑖

𝑢
𝐸
)

𝑄𝑛 (𝑖
𝑏
𝐸
)
𝐴𝑛𝑃𝑛(sin𝛽)

∞

𝑛=0

+
1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝛽 (1.62)   

となる。(1.62)式において u=bとし、W(b,β)≡W0と置くと、 

 𝑊0 =∑𝐴𝑛𝑃𝑛(sin𝛽)

∞

𝑛=0

+
1

2
𝜔2(𝑏2 + 𝐸2) cos2 𝛽 (1.63)   

となる。(1.16)式を地球表面に適用すると v=a、u=bとなるので、 

 𝑎2 = 𝑏2 + 𝐸2 (1.64)   

が成り立つ。またそれに加えて 

 𝑃2(sin𝛽) =
3

2
sin2𝛽 −

1

2
= 1−

3

2
cos2 𝛽 (1.65)   

となることに着目すると7、(1.63)式は 

 𝑊0 = ∑𝐴𝑛𝑃𝑛(sin 𝛽)

∞

𝑛=0

+
1

3
𝜔2𝑎2[1 − 𝑃2(sin𝛽)] (1.66)   

となる。ここで 

 𝑃0(sin𝛽) = 1 (1.67)   

                                                 
6 ルジャンドル陪関数のうち、m=0であるものをルジャンドル関数と呼ぶ。 
7 Pnの具体的な表式とその導出については付録 B.１節を参照されたい。 
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が成り立つことに着目して(1.66)式を Pn(n=0,1,2,…)ごとに整理すると、 

 

(𝐴0 +
1

3
𝜔2𝑎2 −𝑊0)𝑃0(sin𝛽) + 𝐴1𝑃1(sin𝛽) + (𝐴2 −

1

3
𝜔2𝑎2)𝑃2(sin𝛽)

+∑𝐴𝑛𝑃𝑛(sin𝛽)

∞

𝑛=3

= 0 

(1.68)   

となる。(1.68)式が任意のβについて成立する為には、 

 𝐴0 = 𝑊0 −
1

3
𝜔2𝑎2, 𝐴1 = 0, 𝐴2 =

1

3
𝜔2𝑎2, 𝐴𝑛 = 0 (𝑛 = 3,4,… ) (1.69)   

とならなければならない。従って(1.62)式は 

 

𝑊(𝑢, 𝛽)

= (𝑊0 −
1

3
𝜔2𝑎2)

𝑄0 (𝑖
𝑢
𝐸
)

𝑄0 (𝑖
𝑏
𝐸
)
+
1

3
𝜔2𝑎2

𝑄2 (𝑖
𝑢
𝐸
)

𝑄2 (𝑖
𝑏
𝐸
)
𝑃2(sin𝛽)

+
1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝛽 

(1.70)   

となる。(1.70)式において、 

 𝑄0 (𝑖
𝑢

𝐸
) = −𝑖 tan−1 (

𝐸

𝑢
) (1.71)   

 𝑄2 (𝑖
𝑢

𝐸
) =

𝑖

2
[(1 + 3

𝑢2

𝐸2
) tan−1 (

𝐸

𝑢
) − 3

𝑢

𝐸
] (1.72)   

となることに着目すると8、 

                                                 
8(1.71)、(1.72)式の導出については付録 B.６節を参照されたい。 
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𝑊(𝑢, 𝛽)

= (𝑊0 −
1

3
𝜔2𝑎2)

−𝑖 tan−1 (
𝐸
𝑢
)

−𝑖 tan−1 (
𝑏
𝑢
)

+
1

3
𝜔2𝑎2

−
𝑖
2
[(1 + 3

𝑢2

𝐸2
) tan−1 (

𝐸
𝑢
) − 3

𝑢
𝐸
]

−
𝑖
2
[(1 + 3

𝑏2

𝐸2
) tan−1 (

𝐸
𝑏
) − 3

𝑏
𝐸
]
𝑃2(sin𝛽)

+
1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝛽

= (𝑊0 −
1

3
𝜔2𝑎2)

tan−1 (
𝐸
𝑢
)

tan−1 (
𝑏
𝑢
)

+
1

3
𝜔2𝑎2

1
2
[(1 + 3

𝑢2

𝐸2
) tan−1 (

𝐸
𝑢
) − 3

𝑢
𝐸
]

1
2
[(1 + 3

𝑏2

𝐸2
) tan−1 (

𝐸
𝑏
) − 3

𝑏
𝐸
]
𝑃2(sin𝛽)

+
1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝛽 

(1.73)   

となる。ここで 

 𝑞 =
1

2
[(1 + 3

𝑢2

𝐸2
) tan−1 (

𝐸

𝑢
) − 3

𝑢

𝐸
] (1.74)   

 𝑞0 =
1

2
[(1 + 3

𝑏2

𝐸2
) tan−1 (

𝐸

𝑏
) − 3

𝑏

𝐸
] (1.75)   

と置くと、 

 

𝑊(𝑢, 𝛽)

= (𝑊0 −
1

3
𝜔2𝑎2)

tan−1 (
𝐸
𝑢
)

tan−1 (
𝐸
𝑏
)
+
1

3
𝜔2𝑎2

𝑞

𝑞0
𝑃2(sin𝛽) +

1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝛽 

(1.76)   

となる。ここで W0を他の定数で表現する為、地球から十分離れた場合(|r|>>1)の(1.76)式

の近似形を導く。(1.17)、(1.18)、(1.19)式より、|r|2=u2+E2cosθの関係が成り立つことに

着目すると、|r|>>1 の場合は u>>1、もしくは E≦1 より u>>E の場合に対応する。この

とき、 

 tan−1
𝐸

𝑢
=∑

(−1)𝑘

2𝑘 + 1
(
𝐸

𝑢
)
2𝑘+1∞

𝑘=0

 (1.77)   

 𝑞 = −∑
(−1)𝑘2𝑘

(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 3)
(
𝐸

𝑢
)
2𝑘+1∞

𝑘=1

 (1.78)   
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が成り立つことを用いると9、 

 

𝑊(𝑢, 𝛽)

= (𝑊0 −
1

3
𝜔2𝑎2)

∑
(−1)𝑘

2𝑘 + 1
(
𝐸
𝑢
)
2𝑘+1

∞
𝑘=0

tan−1 (
𝐸
𝑏
)

−
1

3
𝜔2𝑎2

∑
(−1)𝑘2𝑘

(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 3)
(
𝐸
𝑢
)
2𝑘+1

∞
𝑘=1

𝑞0
𝑃2(sin𝛽)

+
1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝛽

≈
𝑊0 −

1
3
𝜔2𝑎2

tan−1 (
𝐸
𝑏
)

𝐸

𝑢
+
1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) cos2𝛽

≈
𝑊0 −

1
3
𝜔2𝑎2

tan−1 (
𝐸
𝑏
)

𝐸

|𝒓|
+
1

2
𝜔2(|𝒓|2 + 𝐸2) cos2 𝛽 

(1.79)   

となる。(1.79)式の左辺第 1項は万有引力ポテンシャルの寄与であるので、これを万有引力

ポテンシャルの近似式(1.5)と比較すると、 

 𝐺𝑀 =
𝑊0 −

1
3
𝜔2𝑎2

tan−1 (
𝐸
𝑏
)
𝐸 (1.80)   

となる。(1.80)式をW0について整理すると、 

 𝑊0 =
𝐺𝑀

𝐸
tan−1 (

𝐸

𝑏
) +

1

3
𝜔2𝑎2 (1.81)   

となる。(1.81)式を(1.79)式に代入してW0を消去すると、 

 

𝑊(𝑢, 𝛽)

=
𝐺𝑀

𝐸
tan−1 (

𝐸

𝑢
) +

1

3
𝜔2𝑎2

𝑞

𝑞0
𝑃2(sin𝛽) +

1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝛽

=
𝐺𝑀

𝐸
tan−1 (

𝐸

𝑢
) +

1

2
𝜔2𝑎2

𝑞

𝑞0
(sin2 𝛽 −

1

3
) +

1

2
𝜔2(𝑢2 + 𝐸2) cos2 𝛽 

(1.82)   

が得られる。 

 

１．３ Somiglianaの公式の導出 

 

 前節で重力ポテンシャル W が得られたので、本節では W より地球表面での重力値(正規

                                                 
9(1.77)、(1.78)式の導出については、付録 Cを参照されたい。 
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重力)を記述する Somigliana の公式を導出する。重力値は単位質量の物質に加わる重力の

鉛直成分であるので、重力ポテンシャルの鉛直方向の勾配によって与えられる。楕円座標の

場合、u方向が鉛直方向となる。従って重力値をγuとすると、 

 𝛾𝑢 =
1

ℎ𝑢

𝜕𝑊

𝜕𝑢
= √

𝑢2 + 𝐸2

𝑢2 + 𝐸2 cos2 𝜃

𝜕𝑊

𝜕𝑢
= √

𝑢2 + 𝐸2

𝑢2 + 𝐸2 sin2𝛽

𝜕𝑊

𝜕𝑢
 (1.83)   

と表される10。(1.82)式の両辺を uで微分すると、 

 

𝜕𝑊(𝑢, 𝛽)

𝜕𝑢

=
𝐺𝑀

𝐸

1

1 + (𝐸/𝑢)2
(−

𝐸

𝑢2
) +

1

2
𝜔2𝑎2

1

𝑞0

𝑑𝑞

𝑑𝑢
(sin2𝛽 −

1

3
) + 𝜔2𝑢 cos2 𝛽

= −
𝐺𝑀

𝑢2 + 𝐸2
+
𝜔2𝑎2

𝑞0

𝑑𝑞

𝑑𝑢
(
1

2
sin2𝛽 −

1

6
) + 𝜔2𝑢 cos2 𝛽 

(1.84)   

となる。ここで 

 

𝑞′ = −
𝑢2 + 𝐸2

𝐸

𝑑𝑞

𝑑𝑢

= −
𝑢2 + 𝐸2

2𝐸
{6

𝑢

𝐸2
tan−1 (

𝐸

𝑢
) + (1 + 3

𝑢2

𝐸2
)

1

1 + (
𝐸
𝑢)

2 (−
𝐸

𝑢2
) −

3

𝐸
}

= −
𝑢2 + 𝐸2

2𝐸
[6
𝑢

𝐸2
tan−1 (

𝐸

𝑢
)

−
1

𝑢2 + 𝐸2
{𝐸 (1 + 3

𝑢2

𝐸2
) +

3

𝐸
(𝑢2 + 𝐸2)}]

= −3(1 +
𝑢2

𝐸2
)
𝑢

𝐸
tan−1 (

𝐸

𝑢
) + 2 + 3

𝑢2

𝐸2

= −3(1 +
𝑢2

𝐸2
)
𝑢

𝐸
tan−1 (

𝐸

𝑢
) + 3(1 +

𝑢2

𝐸2
) − 1

= 3(1 +
𝑢2

𝐸2
) (1 −

𝑢

𝐸
tan−1 (

𝐸

𝑢
)) − 1 

(1.85)   

と置くと、(1.84)式は 

 
𝜕𝑊(𝑢, 𝛽)

𝜕𝑢
= −

𝐺𝑀

𝑢2 + 𝐸2
−
𝜔2𝑎2𝐸

𝑢2 + 𝐸2
𝑞′

𝑞0
(
1

2
sin2𝛽 −

1

6
) + 𝜔2𝑢 cos2 𝛽 (1.86)   

となる。(1.86)式を(1.83)式に代入すると、 

                                                 
10(1.83)式の導出については付録 Aを参照されたい。 
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𝛾𝑢(𝑢, 𝛽) = √
𝑢2 + 𝐸2

𝑢2 + 𝐸2 sin2 𝛽
{−

𝐺𝑀

𝑢2 + 𝐸2
−
𝜔2𝑎2𝐸

𝑢2 +𝐸2
𝑞′

𝑞0
(
1

2
sin2 𝛽 −

1

6
)

+ 𝜔2𝑢 cos2 𝛽} 

(1.87)   

となる。地球表面(回転楕円体面)での重力値を求める為、(1.87)式において u=b とし、γ

(β)=|γu(b,β)|と置くと、 

 

𝛾(𝛽) = √
𝑏2 + 𝐸2

𝑏2 +𝐸2 sin2 𝛽
{

𝐺𝑀

𝑏2 + 𝐸2
+
𝜔2𝑎2𝐸

𝑏2 + 𝐸2
𝑞0
′

𝑞0
(
1

2
sin2 𝛽 −

1

6
)

−𝜔2𝑏 cos2 𝛽} 

(1.88)   

となる。但し 

 𝑞0
′ = 3(1 +

𝑏2

𝐸2
) (1 −

𝑏

𝐸
tan−1 (

𝐸

𝑏
)) − 1 (1.89)   

と置いた。(1.64)式が成り立つことに着目しつつ、(1.88)式を書き換えると、 

 

𝛾(𝛽) = √
𝑎2

𝑏2 + (𝑎2 − 𝑏2) sin2 𝛽
{
𝐺𝑀

𝑎2
+𝜔2𝐸

𝑞0
′

𝑞0
(
1

2
sin2 𝛽 −

1

6
) − 𝜔2𝑏 cos2 𝛽}

=
𝐺𝑀

𝑎√𝑎2 sin2𝛽 + 𝑏2 cos2 𝛽
{1 +

𝜔2𝑎2𝐸

𝐺𝑀

𝑞0
′

𝑞0
(
1

2
sin2𝛽 −

1

6
) −

𝜔2𝑎2𝑏

𝐺𝑀
cos2 𝛽} 

(1.90)   

となる。ここで回転楕円体の第二離心率 

 𝑒′ =
𝐸

𝑏
=
√𝑎2 − 𝑏2

𝑏
 (1.91)   

及び無次元数 

 𝑚 =
𝜔2𝑎2𝑏

𝐺𝑀
 (1.92)   

を導入すると、 
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𝛾(𝛽)

=
𝐺𝑀

𝑎√𝑎2 sin2𝛽 + 𝑏2 cos2 𝛽
{1 +

𝜔2𝑎2𝑏

𝐺𝑀
𝑒′
𝑞0
′

𝑞0
(
1

2
sin2𝛽 −

1

6
) −

𝜔2𝑎2𝑏

𝐺𝑀
cos2 𝛽}

=
𝐺𝑀

𝑎√𝑎2 sin2𝛽 + 𝑏2 cos2 𝛽
{sin2𝛽 + cos2 𝛽 +𝑚𝑒′

𝑞0
′

𝑞0
(
1

3
sin2 𝛽 −

1

6
cos2𝛽)

−𝑚cos2 𝛽}

=
𝐺𝑀

𝑎√𝑎2 sin2𝛽 + 𝑏2 cos2 𝛽
{(1 +

𝑚

3

𝑒′𝑞0
′

𝑞0
)sin2 𝛽

+ (1 −𝑚−
𝑚

6

𝑒′𝑞0
′

𝑞0
)cos2 𝛽} 

(1.93)   

となる。ここで赤道での正規重力をγa、極での正規重力をγbとすると、 

 𝛾𝑎 = 𝛾(0) =
𝐺𝑀

𝑎𝑏
(1 −𝑚 −

𝑚

6

𝑒′𝑞0
′

𝑞0
) (1.94)   

 𝛾𝑏 = 𝛾 (±
𝜋

2
) =

𝐺𝑀

𝑎2
(1 +

𝑚

3

𝑒′𝑞0
′

𝑞0
) (1.95)   

となる11。(1.94)、(1.95)式を用いて(1.93)式を書き換えると、 

 𝛾(𝛽) =
𝑎𝛾𝑏 sin

2 𝛽 + 𝑏𝛾𝑎 cos
2 𝛽

√𝑎2 sin2 𝛽 + 𝑏2 cos2 𝛽
 (1.96)   

となる。ここで回転楕円体面の法線と赤道面のなす角によって定義される測地緯度(又は地

理学的緯度)をφと表すと、幾何学的な考察により 

 tan𝛽 =
𝑏

𝑎
tan𝜙 (1.97)   

が成り立つことが分かる12。(1.97)式を用いて(1.96)式のβを消去すると、 

                                                 
11(1.94)式より、無次元数mは赤道における重力の大きさに対する遠心力の大きさの比ω
2a/γaに近似的に等しいことが分かる。地球上におけるmの大きさを(1.92)式より見積も

ると、m～3×10-3<<1となる。従ってγa≒GM/abとなり、ω2a/γa≒ω2a2b/GM＝mとな

ることが分かる。 
12(1.97)式の導出については付録 Dを参照されたい。 
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𝛾(𝜙) =
cos2 𝛽 (𝑎𝛾𝑏 tan

2 𝛽 + 𝑏𝛾𝑎)

cos 𝛽√𝑎2 tan2𝛽 + 𝑏2

= cos𝛽

𝑏2

𝑎
𝛾𝑏 tan

2𝜙 + 𝑏𝛾𝑎

√𝑏2 tan2𝜙 + 𝑏2

=
1

√1+
𝑏2

𝑎2
tan2𝜙

𝑏
𝑎 cos2𝜙

(𝑎𝛾𝑎 cos
2𝜙 + 𝑏𝛾𝑏 sin

2𝜙)

𝑏
cos𝜙

=
𝑎𝛾𝑎 cos

2𝜙 + 𝑏𝛾𝑏 sin
2𝜙

√𝑎2 cos2𝜙 + 𝑏2 sin2𝜙
 

(1.98)   

が得られる。(1.98)式は Somigliana(1929)によって初めて導かれ、Somigliana の公式と呼

ばれている。 

 

２．高度変化を考慮した重力値の導出 

 

前節で導いた Somiglana の公式は地球を回転楕円体とみなしたときの地球表面上での重

力値を記述するものであった。本節では、高度変化を考慮した重力値の式を導く。その準備

として、(1.98)式を無次元数 m、扁平率 f(定義は後ほど示す)、sinφに関する多項式の形に

近似的に書き換える。まず(1.98)式を次のように書き換える。 

 𝛾(𝜙) =
𝑎𝛾𝑎 + (𝑏𝛾𝑏 − 𝑎𝛾𝑎) sin

2𝜙

√𝑎2 − (𝑎2 − 𝑏2) sin2𝜙
= 𝛾𝑎

1 +
𝑏𝛾𝑏 − 𝑎𝛾𝑎
𝑎𝛾𝑎

sin2𝜙

√1−
𝑎2 − 𝑏2

𝑎2
sin2𝜙

 (2.1)   

(2.1)式に現れるγa、γbの定義式(1.94)、(1.95)式には q0、q0’が含まれている。そこで q0、

q0’を級数展開する。(1.75)、(1.77)、(1.89)、(1.91)式より、 

 

𝑞0 =
1

2
[(1 +

3

𝑒′2
) tan−1 𝑒′ −

3

𝑒′
]

=
1

2
[(1 +

3

𝑒′2
)(𝑒′ −

1

3
𝑒′3 +

1

5
𝑒′5 −

1

7
𝑒′7 +⋯)−

3

𝑒′
]

≈
1

2
(𝑒′ −

1

3
𝑒′3 +

1

5
𝑒′5 +

3

𝑒′
− 𝑒′ +

3

5
𝑒′3 −

3

7
𝑒′5 −

3

𝑒′
) =

2

15
𝑒′3 −

4

35
𝑒′5 

(2.2)   

 

𝑞0
′ = 3(1 +

1

𝑒′2
)(1 −

1

𝑒′
tan−1 𝑒′) − 1

= 3(1 +
1

𝑒′2
) [1 −

1

𝑒′
(𝑒′ −

1

3
𝑒′3 +

1

5
𝑒′5 −

1

7
𝑒′7 +⋯)] − 1

≈ 3(1 +
1

𝑒′2
) (
1

3
𝑒′2 −

1

5
𝑒′4 −

1

7
𝑒′6) − 1 =

2

5
𝑒′2 −

6

35
𝑒′4 

(2.3)   
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となる。このとき 

 

𝑒′𝑞0
′

𝑞0
=
𝑒′ (

2
5
𝑒′
2
−
6
35
𝑒′
4
)

2
15
𝑒′3 −

4
35
𝑒′5

=

2
5
−
6
35
𝑒′2

2
15
(1 −

6
7
𝑒′2)

≈
15

2
(
2

5
−
6

35
𝑒′2)(1 +

6

7
𝑒′2)

≈ 3 +
9

7
𝑒′2 

(2.4)   

となるので、(1.94)、(1.95)式は近似的に次のように表される。 

 𝛾𝑎 ≈
𝐺𝑀

𝑎𝑏
[1 −𝑚−

𝑚

6
(3 +

9

7
𝑒′2)] ≈

𝐺𝑀

𝑎𝑏
(1 −

3

2
𝑚 −

3

14
𝑒′2𝑚) (2.5)   

 𝛾𝑏 =
𝐺𝑀

𝑎2
[1 +

𝑚

3
(3 +

9

7
𝑒′2)] =

𝐺𝑀

𝑎2
(1 +𝑚+

3

7
𝑒′2𝑚) (2.6)   

ここで扁平率 

 𝑓 =
𝑎 − 𝑏

𝑎
 (2.7)   

を導入すると、第二離心率 e’の二乗は fによって次のように表される。 

 𝑒′2 =
𝑎2 − 𝑏2

𝑏2
=
𝑎2

𝑏2
− 1 =

1

(1 − 𝑓)2
− 1 (2.8)   

地球の場合、f～1/298.25<<1 であるので、(2.8)式の右辺は近似的に次のように書き換えら

れる。 

 𝑒′2 = (1 + 2𝑓 + 3𝑓2 +⋯) − 1 ≈ 2𝑓 + 3𝑓2 (2.9)   

(1)(4.16)式を (2.5)、(2.6)式に適用すると、 

 𝛾𝑎 ≈
𝐺𝑀

𝑎𝑏
[1 −

3

2
𝑚 −

3

14
𝑚(2𝑓 + 3𝑓2)] (2.10)   

 𝛾𝑏 ≈
𝐺𝑀

𝑎2
[1 +𝑚 +

3

7
𝑚(2𝑓 + 3𝑓2)] (2.11)   

(2.9)、(2.10)、(2.11)式より 



19 

 

 

𝑏𝛾𝑏 − 𝑎𝛾𝑎
𝑎𝛾𝑎

≈
𝑏
𝐺𝑀
𝑎2

[1 + 𝑚 +
3
7
𝑚(2𝑓 + 3𝑓2)]

𝑎
𝐺𝑀
𝑎𝑏 [

1 −
3
2
𝑚 −

3
14
𝑚(2𝑓 + 3𝑓2)]

− 1

=
𝑏2

𝑎2

1 +𝑚 +
3
7
𝑚(2𝑓 + 3𝑓2)

1 −
3
2
𝑚 −

3
14
𝑚(2𝑓 + 3𝑓2)

− 1

≈ (1 − 𝑓)2
1 +𝑚+

3
7
𝑚(2𝑓 + 3𝑓2)

1 −
3
2
𝑚 −

3
14
𝑚(2𝑓 + 3𝑓2)

− 1

≈ −2𝑓 +
5

2
𝑚 + 𝑓2 −

26

7
𝑓𝑚 +

15

4
𝑚2 

(2.12)   

 
𝑎2 − 𝑏2

𝑎2
= (1 +

𝑏

𝑎
) (1 −

𝑏

𝑎
) = [1 + (1 − 𝑓)][1 − (1 − 𝑓)] = 2𝑓 − 𝑓2 (2.13)   

となるので、(2.1)式は次のように書き換えられる。 

 

𝛾(𝜙)

≈ 𝛾𝑎 (1 +
𝑏𝛾𝑏 − 𝑎𝛾𝑎
𝑎𝛾𝑎

sin2𝜙) [1 +
1

2

𝑎2 − 𝑏2

𝑎2
sin2𝜙 +

3

8
(
𝑎2 − 𝑏2

𝑎2
sin2𝜙)

2

]

≈ 𝛾𝑎 [1 + (−2𝑓 +
5

2
𝑚 + 𝑓2 −

26

7
𝑓𝑚 +

15

4
𝑚2) sin2𝜙] [1

+
1

2
(2𝑓 − 𝑓2) sin2𝜙 +

3

8
(2𝑓 − 𝑓2)2 sin4𝜙]

≈ 𝛾𝑎 [1 + (−𝑓 +
5

2
𝑚 +

1

2
𝑓2 −

26

7
𝑓𝑚 +

15

4
𝑚2) sin2𝜙

+ (−
1

2
𝑓2 +

5

2
𝑓𝑚)sin4𝜙] 

(2.14)   

 次に測地緯度φ、標高(等ポテンシャル面からの距離)hにおける重力値γhを求める。h=0

の周りでのγhのテーラー展開を考えると、 

 𝛾ℎ ≈ 𝛾(𝜙) +
𝜕𝛾

𝜕ℎ
|
ℎ=0

ℎ +
𝜕2𝛾

𝜕ℎ2
|
ℎ=0

ℎ2 (2.15)   

となる。γの一次導関数は Brunsの公式により、次のように与えられる。 

 
𝜕𝛾

𝜕ℎ
|
ℎ=0

= −𝛾 (
1

𝑀
+
1

𝑁
) − 2𝜔2 (2.16)   

ここでM、Nはそれぞれ子午線曲率半径、卯酉線曲率半径であり、 

 𝑀 =
𝑎2

𝑏(1 + 𝑒′2 cos2𝜙)
3/2

 (2.17)   
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 𝑁 =
𝑎2

𝑏(1 + 𝑒′2 cos2𝜙)
1/2

 (2.18)   

と表される13。(2.17)、(2.18)式より 

 
1

𝑀
=
𝑏

𝑎2
(1 + 𝑒′2 cos2𝜙)

3/2
≈
𝑏

𝑎2
(1 +

3

2
𝑒′2 cos2𝜙) (2.19)   

 
1

𝑁
=
𝑏

𝑎2
(1 + 𝑒′2 cos2𝜙)

1/2
≈
𝑏

𝑎2
(1 +

1

2
𝑒′2 cos2𝜙) (2.20)   

となるので、 

 

𝜕𝛾

𝜕ℎ
|
ℎ=0

≈ −𝛾 [
𝑏

𝑎2
(1 +

3

2
𝑒′2 cos2𝜙) +

𝑏

𝑎2
(1 +

1

2
𝑒′2 cos2𝜙)] − 2𝜔2

= −𝛾
2𝑏

𝑎2
[1 + 𝑒′2 cos2𝜙] − 2𝜔2

≈ −𝛾
2𝑏

𝑎2
[1 + 2𝑓 cos2𝜙] − 2𝜔2

= −
2𝛾

𝑎
(1 − 𝑓)[1 + 2𝑓 − 2𝑓 sin2𝜙] − 2𝜔2 

(2.21)   

となる。ここで(1.92)、(1.94)、(2.14)式を用いて(2.21)式の右辺第 2項を書き換えると、 

 

𝜕𝛾

𝜕ℎ
|
ℎ=0

= −
2𝛾

𝑎
(1 − 𝑓)[1+ 2𝑓 − 2𝑓 sin2𝜙] −

2𝑚

𝑎
𝛾𝑎

≈ −
2𝛾

𝑎
(1 − 𝑓)[1 + 2𝑓 − 2𝑓 sin2𝜙]

−
2𝑚

𝑎
𝛾 [1 + (−𝑓 +

5

2
𝑚+

1

2
𝑓2 −

26

7
𝑓𝑚 +

15

4
𝑚2) sin2𝜙

+ (−
1

2
𝑓2 +

5

2
𝑓𝑚)sin4𝜙]

−1

≈ −
2𝛾

𝑎
(1 − 𝑓)[1 + 2𝑓 − 2𝑓 sin2𝜙] −

2𝑚

𝑎
𝛾

≈ −
2𝛾

𝑎
(1 + 𝑓 +𝑚 − 2𝑓 sin2𝜙) 

(2.22)   

が得られる。さらに地球が球形で近似できるものとすると、(2.22)式より 

 
𝜕2𝛾

𝜕ℎ2
|
ℎ=0

≈
𝜕2𝛾

𝜕𝑎2
|
ℎ=0

=
𝜕

𝜕𝑎
(
𝜕𝛾

𝜕ℎ
|
ℎ=0

) ≈
𝜕

𝜕𝑎
(−

2𝛾

𝑎
) = −

2

𝑎

𝜕𝛾

𝜕ℎ
|
ℎ=0

+
4𝛾

𝑎2
=
6𝛾

𝑎2
 (2.23)   

が得られる。(2.14)、(2.22)、(2.23)式を(2.15)式に適用し、f、m、h/aの 3次以上の項を無

視すると、 

                                                 
13(2.16)、(2.17)、(2.18)式の導出については、付録 Eを参照されたい。 
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𝛾ℎ ≈ 𝛾 −
𝛾

𝑎
[2(1 + 𝑓 +𝑚− 2𝑓 sin2𝜙)ℎ −

3

𝑎
ℎ2]

≈ 𝛾 −
𝛾𝑎
𝑎
[1 + (−𝑓 +

5

2
𝑚+

1

2
𝑓2 −

26

7
𝑓𝑚 +

15

4
𝑚2) sin2𝜙

+ (−
1

2
𝑓2 +

5

2
𝑓𝑚) sin4𝜙] [2(1 + 𝑓 +𝑚 − 2𝑓 sin2𝜙)ℎ

−
3

𝑎
ℎ2]

≈ 𝛾 −
𝛾𝑎
𝑎
[1 + (−𝑓 +

5

2
𝑚)sin2𝜙] [2(1 + 𝑓 +𝑚 − 2𝑓 sin2𝜙)ℎ −

3

𝑎
ℎ2]

≈ 𝛾 −
2𝛾𝑎
𝑎
[1 + 𝑓 +𝑚+ (−3𝑓 +

5

2
𝑚) sin2𝜙]ℎ +

3𝛾𝑎
𝑎2

ℎ2 

(2.24)   

が得られる。 

 

３．大気補正の式の導出 

 

 前節までは、地球には大気が存在しないものとして重力値に関する議論を進めてきた。大

気の存在も考慮してより厳密に考えると、地球表面上における重力は固体地球部分からの

引力と大気からの引力の和によって決まることになる(即ち前節までの議論では重力値を過

大評価していたことになる)。本節では大気の重力への影響を補正するモデル式の導出を行

う。本節では簡単の為、Moritz(1980)に従い、地球は半径 aの球形で近似出来、大気構造は

鉛直 1次元的である(水平方向の空間変動が無視できる)ものとして議論を進める。 

 とある点 Pを考え、その点の標高を hとする。このとき点 Pに上向きの引力を及ぼすの

は、点 Pよりも高度の高い気層に存在する大気質量M(h)である。大気引力による重力値の

減少分(大気補正)をδγaとすると、 

 𝛿𝛾𝑎 = −
𝐺𝑀(ℎ)

(𝑎 + ℎ)2
 (3.1)   

と表される。標高 zにおける大気密度をρ(z)とすると、点Pより上に存在する大気質量M(h) 

は 

 𝑀(ℎ) = 4𝜋∫ 𝜌(𝑧)𝑧2𝑑𝑧
∞

ℎ

 (3.2)   

と表される。(3.1)式に(3.2)式を代入すると、大気補正の一般的な表式として 

 𝛿𝛾𝑎 = −
4𝜋𝐺

(𝑎 + ℎ)2
∫ 𝜌(𝑧)(𝑎 + 𝑧)2𝑑𝑧
∞

ℎ

 (3.3)   

が得られる。 

 以下では Eshagh(2008)同様、大気密度の具体的なモデルとして、べき乗型モデル 
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 𝜌(𝑧) = 𝜌0 (
𝑎

𝑎 + 𝑧
)
𝜇

 (3.4)   

および指数関数型モデル 

 𝜌(𝑧) = 𝜌0𝑒
−𝛼𝑧 (3.5)   

について考える。但しρ0は z=0 における大気密度であり、μ>3、α>0 であるとする。ま

た|αz|<<1となる高度について考えるものとする。 

 先ずべき乗型モデルについて考える。(3.4)式を(3.3)式に代入すると、 

 

𝛿𝛾𝑎 = −
4𝜋𝐺

(𝑎 + ℎ)2
∫ 𝜌0 (

𝑎

𝑎 + 𝑧
)
𝜇

(𝑎 + 𝑧)2𝑑𝑧
∞

ℎ

= −
4𝜋𝜌0𝐺𝑎

𝜇

(𝑎 + ℎ)2
∫ (𝑎 + 𝑧)2−𝜇𝑑𝑧
∞

ℎ

= −
4𝜋𝜌0𝐺𝑎

𝜇

(𝑎 + ℎ)2(3 − 𝜇)
[(𝑎 + 𝑧)3−𝜇]ℎ

∞

= −
4𝜋𝜌0𝐺𝑎

𝜇

𝜇 − 3
(𝑎 + ℎ)1−𝜇 

(3.6)   

となる。地球表面の起伏はたかだか 10kmオーダーであり、地球半径(約 6400km)に比べて

十分小さいので、h<<aが成り立つ。このとき(3.6)式の右辺を h/a=0の周りでテーラー展開

し、h/aの 3次以上の項は十分小さいものとして無視すると、 

 

𝛿𝛾𝑎 = −
4𝜋𝜌0𝐺𝑎

𝜇

𝜇 − 3
𝑎1−𝜇 (1 +

ℎ

𝑎
)
1−𝜇

≈ −
4𝜋𝜌0𝐺𝑎

𝜇 − 3
{1 − (𝜇 − 1)

ℎ

𝑎
+
1

2
𝜇(𝜇 − 1) (

ℎ

𝑎
)
2

} 

(3.7)   

となる。いまμ>3であるので、定数項は負、h/aの係数は正、(h/a)2の係数は負となる。従

って、p0、p1、p2を実数とすると、(3.7)式は形式的に 

 𝛿𝛾𝑎 ≈ −𝑝0
2 + 𝑝1

2
ℎ

𝑎
− 𝑝2

2 (
ℎ

𝑎
)
2

 (3.8)   

と表される。 

 次に指数関数型モデルについて考える。(3.5)式を(3.3)式に代入し、部分積分を実行する

と、 
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𝛿𝛾𝑎 = −
4𝜋𝐺

(𝑎 + ℎ)2
∫ 𝜌0𝑒

−𝛼𝑧(𝑎 + 𝑧)2𝑑𝑧
∞

ℎ

= −
4𝜋𝜌0𝐺

(𝑎 + ℎ)2
{[−

1

𝛼
𝑒−𝛼𝑧(𝑎 + 𝑧)2]

ℎ

∞

+
2

𝛼
∫ 𝑒−𝛼𝑧(𝑎 + 𝑧)𝑑𝑧
∞

ℎ

}

= −
4𝜋𝜌0𝐺

(𝑎 + ℎ)2
〈
1

𝛼
𝑒−𝛼ℎ(𝑎 + ℎ)2

+
2

𝛼
{[−

1

𝛼
𝑒−𝛼𝑧(𝑎 + 𝑧)]

ℎ

∞

+
1

𝛼
∫ 𝑒−𝛼𝑧𝑑𝑧
∞

ℎ

}〉

= −
4𝜋𝜌0𝐺

(𝑎 + ℎ)2
{
1

𝛼
(𝑎 + ℎ)2 +

2

𝛼2
(𝑎 + ℎ) +

2

𝛼3
} 𝑒−𝛼ℎ

= −4𝜋𝜌0𝐺 {
1

𝛼
+

2

𝛼2𝑎

1

1 +
ℎ
𝑎

+
2

𝛼3𝑎2
1

(1 +
ℎ
𝑎
)
2}𝑒

−𝛼ℎ 

(3.9)   

となる。先に述べた通り h<<aが成り立ち、また仮定より|αh|<<1が成り立つ。このとき

(3.9)式の右辺の各関数を h/a=0、及びαh=0 の周りでテーラー展開し、h/a、αhの 3次以

上の項は十分小さいものとして無視すると、 

 

𝛿𝛾𝑎

≈ −4𝜋𝜌0𝐺 {
1

𝛼
+

2

𝛼2𝑎
(1 −

ℎ

𝑎
+
ℎ2

𝑎2
) +

2

𝛼3𝑎2
(1 − 2

ℎ

𝑎
+ 3

ℎ2

𝑎2
)}(1

− 𝛼ℎ +
𝛼2ℎ2

2
)

= −4𝜋𝜌0𝐺 {(
1

𝛼
+

2

𝛼2𝑎
+

2

𝛼3𝑎2
) −

2

𝛼3𝑎3
(𝛼𝑎 + 2)ℎ

+
2

𝛼3𝑎4
(𝛼𝑎 + 3)ℎ2} (1 − 𝛼ℎ +

𝛼2ℎ2

2
)

≈ −4𝜋𝜌0𝐺 {
1

𝛼
+

2

𝛼2𝑎
+

2

𝛼3𝑎2
− (1 +

2

𝛼𝑎
+

2

𝛼2𝑎2
)ℎ

+
1

2
(𝛼 +

2

𝑎
+

2

𝛼𝑎2
)ℎ2 −

2

𝛼3𝑎3
(𝛼𝑎 + 2)ℎ

+
2

𝛼2𝑎3
(𝛼𝑎 + 2)ℎ2 +

2

𝛼3𝑎4
(𝛼𝑎 + 3)ℎ2}

= −4𝜋𝜌0𝐺 {
1

𝛼
+

2

𝛼2𝑎
+

2

𝛼3𝑎2
− (1 +

2

𝛼𝑎
+

4

𝛼2𝑎2
+

4

𝛼3𝑎3
)ℎ

+ (
1

2
𝛼 +

1

𝑎
+

3

𝛼𝑎2
+

6

𝛼2𝑎3
+

6

𝛼3𝑎4
)ℎ2} 

(3.10)   

となる。いまα>0であるので、定数項は負、hの係数は正、h2の係数は負となる。従って、
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e0、e1、e2を実数とすると、べき乗型の場合と同様、(3.10)式は形式的に 

 𝛿𝛾𝑎 ≈ −𝑒0
2 + 𝑒1

2
ℎ

𝑎
− 𝑒2

2 (
ℎ

𝑎
)
2

 (3.11)   

と表される。 

 

４．ブーゲー平板補正式の導出 

 

 Somiglianaの公式で記述される正規重力は、地球が回転楕円体であるとみなして導かれ

たものであるものの、実際の地球表面には地形(起伏)が存在している。理論的にその地点で

の重力値を推定したい場合には、地球回転楕円体面(ジオイド面を近似する等ポテンシャル

面)と実際の地球表面の間にある地殻質量からの引力の寄与を正規重力に加える必要がある。

逆に地点間の重力値を同じ条件で比較したい場合には、地形の重力値への影響を差し引い

てジオイド面における重力値に換算する必要がある。本節では、地形の重力値への影響を考

慮する単純な手法であるブーゲー平板補正(Bouguer plate correction)を導出する14。 

 ブーゲー平板補正の式を導出するにあたり、次の 2つの仮定を置く。 

（１） 対象とする地点の周囲は平坦とみなせるとする。即ち地表面とジオイド面は平行

であり、両面の間には厚さ h の無限に広い平板状の物質(ブーゲー平板)があると

みなせる。 

 （２）ブーゲー平板を構成する物質の密度は一定であり、その値をρとする。 

ブーゲー平板補正の式を求めるには、平板のなすポテンシャルを算出し、そこから平板によ

る引力を計算すればよい。平板のなすポテンシャルを求める前の準備として、半径 a、厚さ

b、密度ρの一様な円柱状物体のなすポテンシャルを求める。円柱の中心に z軸をとり、円

柱の底面を z=0とする。また z軸上の z=c(c>b)にある点 Pを考え、点 Pでのポテンシャル

を Upとする。円柱内の微小質量ρdvと点 Pとの距離を Lとすると、 

 𝑈𝑝 = 𝐺∭
𝜌

𝐿
𝑑𝑣 = 𝐺∭

𝜌

𝐿
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (4.1)   

と表される。いま円柱形の物体を考えているので、以下のように円柱座標を導入すると計算

上便利である。 

 𝑥 = 𝑠 cos 𝛼 (4.2)   

 𝑦 = 𝑠 sin𝛼 (4.3)   

このとき Lおよび微小体積要素 dxdydzは次のように表される。 

 𝐿 = √𝑠2 + (𝑐 − 𝑧)2 (4.4)   

                                                 
14 地形の影響をより高精度に考える手法としては、プリズムモデルなどが挙げられる

(Nagy, 1966)。プリズムモデルによる地形補正式の導出については、次節を参照された

い。 
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 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =
𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑠, 𝛼, 𝑧)
𝑑𝑠𝑑𝛼𝑑𝑧 = 𝑠𝑑𝑠𝑑𝛼𝑑𝑧 (4.5)   

(4.4)、(4.5)式を(4.1)式に適用すると、 

 

𝑈𝑝 = 𝐺∫ ∫ ∫
𝜌𝑠

√𝑠2 + (𝑐 − 𝑧)2
𝑑𝑧𝑑𝑠𝑑𝛼

𝑏

0

𝑎

0

2𝜋

0

= 2𝜋𝐺𝜌∫ ∫
𝑠

√𝑠2 + (𝑐 − 𝑧)2
𝑑𝑧𝑑𝑠

𝑏

0

𝑎

0

= 2𝜋𝐺𝜌∫ [√𝑠2 + (𝑐 − 𝑧)2]
0

𝑎
𝑑𝑧

𝑏

0

= 2𝜋𝐺𝜌∫ (−𝑐 + 𝑧)
𝑏

0

𝑑𝑧 + 2𝜋𝐺𝜌∫ √𝑎2 + (𝑧 − 𝑐)2𝑑𝑧
𝑏

0

 

(4.6)   

となる。(4.6)式の右辺第 1項を I1、第 2項を I2とする。このとき I1は 

 𝐼1 = 2𝜋𝐺𝜌 [
(𝑧 − 𝑐)2

2
]
0

𝑏

= 𝜋𝐺𝜌{(𝑏 − 𝑐)2 − 𝑐2} (4.7)   

となる。一方 I2については、先ず(z-c)/a=ξなる変数変換を行うと、 

 

𝐼2 = 2𝜋𝐺𝜌𝑎∫ √1+
(𝑧 − 𝑐)2

𝑎2
𝑑𝑧

𝑏

0

= 2𝜋𝐺𝜌𝑎2∫ √1 + 𝜉2𝑑𝜉

𝑏−𝑐
𝑎

−
𝑐
𝑎

= 𝜋𝐺𝜌𝑎2∫ (√1 + 𝜉2 +
1 + 𝜉2

√1 + 𝜉2
)𝑑𝜉

𝑏−𝑐
𝑎

−
𝑐
𝑎

= 𝜋𝐺𝜌𝑎2∫ (√1 + 𝜉2 +
𝜉2

√1 + 𝜉2
+

1

√1 + 𝜉2
)𝑑𝜉

𝑏−𝑐
𝑎

−
𝑐
𝑎

= 𝜋𝐺𝜌𝑎2 [𝜉√1 + 𝜉2]
−
𝑐
𝑎

𝑏−𝑐
𝑎
+ 𝜋𝐺𝜌𝑎2∫

𝑑𝜉

√1+ 𝜉2

𝑏−𝑐
𝑎

−
𝑐
𝑎

 

(4.8)   

となる。更に(4.8)式の右辺第 2項において、ξ=tanθなる変数変換を行うと、 
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𝐼2 = 𝜋𝐺𝜌𝑎
2 [𝜉√1 + 𝜉2]

−
𝑐
𝑎

𝑏−𝑐
𝑎
+ 𝜋𝐺𝜌𝑎2∫

𝑑𝜃

cos 𝜃

tan−1(
𝑏−𝑐
𝑎 )

tan−1(−
𝑐
𝑎)

= 𝜋𝐺𝜌𝑎2 [𝜉√1 + 𝜉2]
−
𝑐
𝑎

𝑏−𝑐
𝑎
+ 𝜋𝐺𝜌𝑎2∫

𝑑𝜃

cos𝜃

tan−1(
𝑏−𝑐
𝑎 )

tan−1(−
𝑐
𝑎)

= 𝜋𝐺𝜌𝑎2 [𝜉√1 + 𝜉2]
−
𝑐
𝑎

𝑏−𝑐
𝑎
+ 𝜋𝐺𝜌𝑎2∫

cos𝜃 𝑑𝜃

1 − sin2 𝜃

tan−1(
𝑏−𝑐
𝑎 )

tan−1(−
𝑐
𝑎)

= 𝜋𝐺𝜌𝑎2 [𝜉√1 + 𝜉2]
−
𝑐
𝑎

𝑏−𝑐
𝑎
+
1

2
𝜋𝐺𝜌𝑎2∫ (

cos𝜃

sin𝜃 + 1
−

cos 𝜃

sin𝜃 − 1
)

tan−1(
𝑏−𝑐
𝑎
)

tan−1(−
𝑐
𝑎)

𝑑𝜃

= 𝜋𝐺𝜌𝑎2 [𝜉√1 + 𝜉2]
−
𝑐
𝑎

𝑏−𝑐
𝑎
+
1

2
𝜋𝐺𝜌𝑎2 [ln (

1 + sin𝜃

1 − sin𝜃
)]
tan−1(−

𝑐
𝑎
)

tan−1(
𝑏−𝑐
𝑎 )

= 𝜋𝐺𝜌(𝑏 − 𝑐)√𝑎2 + (𝑏 − 𝑐)2 + 𝜋𝐺𝜌𝑐√𝑎2 + 𝑐2

+
1

2
𝜋𝐺𝜌𝑎2 [ln (

1 + sin𝜃

1 − sin𝜃
)]
tan−1(−

𝑐
𝑎)

tan−1(
𝑏−𝑐
𝑎 )

 

(4.9)   

となる。ここで 

 sin(tan−1𝐴) =
𝐴

√𝐴2 + 1
 (4.10)   

及び 

 

ln (
1 + sin(tan−1𝐴)

1 − sin(tan−1𝐴)
) = ln(

1 +
𝐴

√𝐴2 + 1

1−
𝐴

√𝐴2 + 1

) = ln(
√𝐴2 + 1 +𝐴

√𝐴2 + 1 −𝐴
)

= −2 ln (√𝐴2 + 1− 𝐴) 

(4.11)   

が成り立つことに着目すると、 
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𝐼2

= 𝜋𝐺𝜌(𝑏 − 𝑐)√𝑎2 + (𝑏 − 𝑐)2 +𝜋𝐺𝜌𝑐√𝑎2 + 𝑐2

− 𝜋𝐺𝜌𝑎2 ln (√(
𝑏 − 𝑐

𝑎
)
2

+ 1 −
𝑏 − 𝑐

𝑎
) + 𝜋𝐺𝜌𝑎2 ln (√(

𝑐

𝑎
)
2

+ 1 +
𝑐

𝑎
)

= 𝜋𝐺𝜌 {(𝑏 − 𝑐)√𝑎2 + (𝑏 − 𝑐)2 + 𝑐√𝑎2 + 𝑐2

− 𝑎2 ln (𝑐 − 𝑏 +√(𝑏 − 𝑐)2 + 𝑎2) + 𝑎2 ln (𝑐 + √𝑐2 + 𝑎2)} 

(4.12)   

となる。(4.7)、(4.12)式を(4.6)式に適用すると、 

 

𝑈𝑝 = 𝜋𝐺𝜌 {(𝑏 − 𝑐)
2 − 𝑐2 + (𝑏 − 𝑐)√𝑎2 + (𝑏 − 𝑐)2 + 𝑐√𝑎2 + 𝑐2

− 𝑎2 ln (𝑐 − 𝑏 +√(𝑏 − 𝑐)2 + 𝑎2) + 𝑎2 ln (𝑐 + √𝑐2 + 𝑎2)} 

(4.13)   

が得られる。 

 次に円柱による引力 APを求める。(4.13)式より 

 

𝐴𝑝 = −
𝜕𝑈𝑝
𝜕𝑐

= −𝜋𝐺𝜌

{
 
 

 
 

2(𝑐 − 𝑏) − 2𝑐 − √𝑎2 + (𝑏 − 𝑐)2 −
(𝑏 − 𝑐)2

√𝑎2 + (𝑏 − 𝑐)2
+√𝑎2 + 𝑐2

+
𝑐2

√𝑎2 + 𝑐2
− 𝑎2

1 +
𝑐 − 𝑏

√(𝑏 − 𝑐)2 + 𝑎2

𝑐 − 𝑏 + √(𝑏 − 𝑐)2 + 𝑎2
+ 𝑎2

1 +
𝑐

√𝑐2 + 𝑎2

𝑐 + √𝑐2 + 𝑎2

}
 
 

 
 

= −𝜋𝐺𝜌 {−2𝑏 −
𝑎2 + 2(𝑏 − 𝑐)2

√𝑎2 + (𝑏 − 𝑐)2
+
𝑎2 + 2𝑐2

√𝑎2 + 𝑐2
−

𝑎2

√𝑎2 + (𝑏 − 𝑐)2

+
𝑎2

√𝑎2 + 𝑐2
}

= 2𝜋𝐺𝜌 {𝑏 + √𝑎2 + (𝑏 − 𝑐)2 −√𝑎2 + 𝑐2} 

(4.14)   

が得られる。特に円柱の上面 c=bでの引力を A0とすると、(4.14)式より 

 𝐴0 = 2𝜋𝐺𝜌 {𝑏 + 𝑎 − √𝑎
2 + 𝑏2} (4.15)   

となる。 
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 最後に(4.15)式を用いて、厚さ h の無限に広いブーゲー平板による引力 AB を求める。

(4.15)式において b=hとし、a→∞の極限をとると、 

 

𝐴𝐵 = lim
𝑎→∞

𝐴0 = lim
𝑎→∞

2𝜋𝐺𝜌 {ℎ + 𝑎 − √𝑎2 + ℎ2}

= lim
𝑎→∞

2𝜋𝐺𝜌
(ℎ + 𝑎)2 − (𝑎2 + ℎ2)

ℎ + 𝑎 + √𝑎2 + ℎ2

= lim
𝑎→∞

2𝜋𝐺𝜌
2𝑎ℎ

ℎ + 𝑎 + √𝑎2 + ℎ2

= lim
𝑎→∞

2𝜋𝐺𝜌
2ℎ

ℎ
𝑎
+ 1 + √1+

ℎ2

𝑎2

= 2𝜋𝐺𝜌ℎ 

(4.16)   

が得られる。ρとして地殻の平均密度 2.67g/cm3を用いると、AB=0.1119h mgalとなる。 

 

５．地形補正式の導出 

 

 前節では地形の重力値への影響を見積もる為、地表面は平坦であるとみなし、ジオイド面

と地表面の間にある平板状の物質(ブーゲー平板)の引力を算出した。この方法は対象として

いる地点の周囲が平坦である場合には有効であるものの、起伏が激しい場合にはその妥当

性は保証されない。Nagy(1966)は起伏の激しい地形の場合に適用できる手法として、プリ

ズム法を提案した。プリズム法とは、地形を複数の密度一定のプリズム(直方体)で近似し、

その引力によって地形の重力値への影響を評価する手法である。本節ではプリズム法によ

る地形補正の式を導出する。但し簡単の為、1つのプリズムで地形を近似する場合について

考える15。 

 対象となる点 P を原点にとり、プリズムの 3辺が座標軸と平行になるように x、y、z 軸

をとる。またプリズムの各頂点の座標を(x1,y1,0)、(x2,y1,0)、(x1,y2,0)、(x1,y2,0)、(x1,y1,h)、

(x2,y1,h)、(x1,y2,h)、(x2,y2,h)とする。このとき点 Pでのポテンシャルを Upは 

 𝑈𝑝 = 𝐺𝜌∫ ∫ ∫
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

ℎ

0

 (5.1)   

と表される。ここで z=(x2+y2)1/2tanθなる変数変換を行うと、 

 𝑈𝑝 = 𝐺𝜌∫ ∫ {∫
𝑑𝜃

cos𝜃

tan−1(
ℎ

√𝑥2+𝑦2
)

0

}𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

 (5.2)   

となる。(5.2)式のθに関する積分は(4.9)式で行なったものと基本的に同じものであるので、

                                                 
15 プリズムが複数存在する場合、それらの全引力は各プリズムからの引力の重ね合わせで

記述される。従って 1つのプリズムからの引力の表式を求めておけば、その表式を各プリ

ズムに適用し、その寄与を足し合わせさえすればよい。 
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(4.9)、(4.10)、(4.11)式の結果を利用すると、 

 

𝑈𝑝 =
1

2
𝐺𝜌∫ ∫ {[ln (

1 + sin 𝜃

1 − sin 𝜃
)]
0

tan−1(
ℎ

√𝑥2+𝑦2
)

}𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= 𝐺𝜌∫ ∫ ln(√
ℎ2

𝑥2 + 𝑦2
+ 1+

ℎ

√𝑥2 + 𝑦2
)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= −
1

2
𝐺𝜌∫ ∫ ln(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

+ 𝐺𝜌∫ ∫ ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

 

(5.3)   

となる。(5.3)式の右辺第 1項、第 2項をそれぞれ I1、I2とする。I1について、yに関する部

分積分を実行すると、 

 

𝐼1 = −
1

2
𝐺𝜌∫ ∫ ln(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= −
1

2
𝐺𝜌∫ [𝑦 ln(𝑥2 + 𝑦2)]𝑦1

𝑦2𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

+𝐺𝜌∫ ∫
𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= −
1

2
𝐺𝜌∫ [𝑦 ln(𝑥2 + 𝑦2)]𝑦1

𝑦2𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

+ 𝐺𝜌∫ ∫ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

− 𝐺𝜌∫ ∫
1

1 +
𝑦2

𝑥2

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= 𝐺𝜌∫ [−
1

2
𝑦 ln(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑦 − 𝑥 tan−1 (

𝑦

𝑥
)]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

 

(5.4)   

となる。また I2について、yに関する部分積分を実行すると、 
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𝐼2 = 𝐺𝜌∫ ∫ ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= 𝐺𝜌∫ [𝑦 ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ)]
𝑦1

𝑦2
𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

− 𝐺𝜌∫ ∫ 𝑦

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2

√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= 𝐺𝜌∫ [𝑦 ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ)]
𝑦1

𝑦2
𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

− 𝐺𝜌∫ ∫
𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 − ℎ

√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= 𝐺𝜌∫ [𝑦 ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ)]
𝑦1

𝑦2
𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

− 𝐺𝜌∫ ∫
𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

+ 𝐺𝜌ℎ∫ ∫
𝑦2

(𝑥2 + 𝑦2)√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= 𝐺𝜌∫ [𝑦 ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ)]
𝑦1

𝑦2
𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

− 𝐺𝜌∫ ∫ (1−
𝑥2

𝑥2 + 𝑦2
)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

+ 𝐺𝜌ℎ∫ ∫
𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= 𝐺𝜌∫ [𝑦 ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ) − 𝑦 + 𝑥 tan−1 (
𝑦

𝑥
)]
𝑦1

𝑦2
𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

+ 𝐺𝜌ℎ∫ ∫
𝑑𝑥𝑑𝑦

√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

− 𝐺𝜌ℎ∫ ∫
𝑥2𝑑𝑥𝑑𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

= 𝐺𝜌∫ [𝑦 ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ) − 𝑦 + 𝑥 tan−1 (
𝑦

𝑥
)

𝑥2

𝑥1

+ ℎ ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + 𝑦)]
𝑦1

𝑦2
𝑑𝑥 − 𝐺𝜌ℎ∫ ∫

𝑥2𝑑𝑥𝑑𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2

𝑥2

𝑥1

𝑦2

𝑦1

 

(5.5)   

となる。ここで r=(x2+y2+h2)1/2とすると、 

 

1

(𝑥2 + 𝑦2)√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2

=
1

(𝑥2 + 𝑦2)𝑟
=

𝑥2 + 𝑧2

𝑥2𝑟2 + 𝑦2ℎ2
1

𝑟
=

𝑟2

𝑥2𝑟2 + 𝑦2ℎ2
𝜕

𝜕𝑦
(
𝑦

𝑟
)

=
1

𝑥2
1

1 + (
𝑦ℎ
𝑟𝑥)

2

𝜕

𝜕𝑦
(
𝑦ℎ

𝑟𝑥
)
𝑥

ℎ
=
1

𝑥ℎ

𝜕

𝜕𝑦
tan−1 (

𝑦ℎ

𝑟𝑥
) 

(5.6)   

が成り立つので、 
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𝐼2 = 𝐺𝜌∫ [𝑦 ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ) − 𝑦 + 𝑥 tan−1 (
𝑦

𝑥
)

𝑥2

𝑥1

+ ℎ ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + 𝑦) − 𝑥 tan−1 (
𝑦ℎ

𝑟𝑥
)]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥 

(5.7)   

となる。(5.3)式に(5.4)、(5.7)式を代入すると、 

 

𝑈𝑝 = 𝐺𝜌∫ [−
1

2
𝑦 ln(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑦 ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ)

𝑥2

𝑥1

+ ℎ ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + 𝑦) − 𝑥 tan−1 (
𝑦ℎ

𝑟𝑥
)]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥 

(5.8)   

となる。(5.8)式の積分の各項を計算すると、 

 

∫ [−
1

2
𝑦 ln(𝑥2 + 𝑦2)]

𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[−
1

2
𝑥𝑦 ln(𝑥2 + 𝑦2)]

𝑦1

𝑦2

]
𝑥1

𝑥2

+∫ [
𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[−
1

2
𝑥𝑦 ln(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑥𝑦 − 𝑦2 tan−1 (

𝑥

𝑦
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

 

(5.9)   

 

∫ [𝑦 ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + ℎ)]
𝑦1

𝑦2
𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= ∫ [𝑦 ln(𝑟 + ℎ)]𝑦1
𝑦2𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= [[𝑥𝑦 ln(𝑟 + ℎ)]𝑦1
𝑦2]

𝑥1

𝑥2
−∫ [

𝑥2𝑦

𝑟(𝑟 + ℎ)
]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[𝑥𝑦 ln(𝑟 + ℎ)]𝑦1
𝑦2]

𝑥1

𝑥2
+∫ [−𝑦 + 𝑦

1

1 + (
𝑥
𝑦
)
2 +

𝑥2𝑦ℎ

(𝑥2 + 𝑦2)𝑟
]

𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[𝑥𝑦 ln(𝑟 + ℎ) − 𝑥𝑦 + 𝑦2 tan−1 (
𝑥

𝑦
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

+∫ [
𝑦ℎ

𝑟
− 𝑦2

𝜕

𝜕𝑥
tan−1 (

𝑥ℎ

𝑟𝑦
)]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[𝑥𝑦 ln(𝑟 + ℎ) − 𝑥𝑦 + 𝑦2 tan−1 (
𝑥

𝑦
) + 𝑦ℎ ln(𝑟 + 𝑥) − 𝑦2 tan−1 (

𝑥ℎ

𝑟𝑦
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

 

(5.10)   
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∫ [ℎ ln (√𝑥2 + 𝑦2 + ℎ2 + 𝑦)]
𝑦1

𝑦2
𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= ∫ [ℎ ln(𝑟 + 𝑦)]𝑦1
𝑦2𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= [[𝑥ℎ ln(𝑟 + 𝑦)]𝑦1
𝑦2]

𝑥1

𝑥2
+∫ [−ℎ + ℎ

1

1 + (
𝑥
ℎ
)
2 +

𝑥2𝑦ℎ

(𝑥2 + ℎ2)𝑟
]

𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[𝑥ℎ ln(𝑟 + 𝑦) − 𝑥ℎ + ℎ2 tan−1 (
𝑥

ℎ
)]
𝑦1

𝑦2
]
𝑥1

𝑥2

+∫ [
𝑦ℎ

𝑟
− ℎ2

𝜕

𝜕𝑥
tan−1 (

𝑥𝑦

𝑟ℎ
)]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[𝑥ℎ ln(𝑟 + 𝑦) − 𝑥ℎ + ℎ2 tan−1 (
𝑥

ℎ
) + 𝑦ℎ ln(𝑟 + 𝑥) − ℎ2 tan−1 (

𝑥𝑦

𝑟ℎ
)]
𝑦1

𝑦2
]
𝑥1

𝑥2

 

(5.11)   

 

∫ [−𝑥 tan−1 (
𝑦ℎ

𝑟𝑥
)]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[−
𝑥2

2
tan−1 (

𝑦ℎ

𝑟𝑥
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

−
1

2
∫

[
 
 
 1

1 + (
𝑦ℎ
𝑟𝑥)

2

𝑦ℎ

𝑟3
(𝑟2 + 𝑥2)

]
 
 
 

𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[−
𝑥2

2
tan−1 (

𝑦ℎ

𝑟𝑥
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

−
1

2
∫ [

𝑦ℎ

𝑟

𝑥2

𝑥2𝑟2 + 𝑦2ℎ2
(𝑟2 + 𝑥2)]

𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[−
𝑥2

2
tan−1 (

𝑦ℎ

𝑟𝑥
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

−
1

2
∫ [

𝑦ℎ𝑥2

𝑟

(𝑥2 + 𝑦2) + (𝑥2 + ℎ2)

(𝑥2 + 𝑦2)(𝑥2 + ℎ2)
]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[−
𝑥2

2
tan−1 (

𝑦ℎ

𝑟𝑥
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

−
1

2
∫ [

𝑦ℎ

𝑟
(

𝑥2

𝑥2 + ℎ2
+

𝑥2

𝑥2 + 𝑦2
)]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[−
𝑥2

2
tan−1 (

𝑦ℎ

𝑟𝑥
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

−
1

2
∫ [

𝑦ℎ

𝑟
(2 −

ℎ2

𝑥2 + ℎ2
+

𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
)]
𝑦1

𝑦2

𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [[−
𝑥2

2
tan−1 (

𝑦ℎ

𝑟𝑥
) − 𝑦ℎ ln(𝑟 + 𝑥) +

ℎ2

2
tan−1 (

𝑥𝑦

𝑟ℎ
) +

𝑦2

2
tan−1 (

𝑥ℎ

𝑟𝑦
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

 

(5.12)   

となる。(5.9)、(5.10)、(5.11)、(5.12)式を(5.8)式に適用すると、 
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𝑈𝑝 = 𝐺𝜌 [[−
1

2
𝑥𝑦 ln(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑥𝑦 − 𝑦2 tan−1 (

𝑥

𝑦
) + 𝑥𝑦 ln(𝑟 + ℎ) − 𝑥𝑦

+ 𝑦2 tan−1 (
𝑥

𝑦
) + 𝑦ℎ ln(𝑟 + 𝑥) − 𝑦2 tan−1 (

𝑥ℎ

𝑟𝑦
) + 𝑥ℎ ln(𝑟 + 𝑦) − 𝑥ℎ

+ ℎ2 tan−1 (
𝑥

ℎ
) + 𝑦ℎ ln(𝑟 + 𝑥) − ℎ2 tan−1 (

𝑥𝑦

𝑟ℎ
) −

𝑥2

2
tan−1 (

𝑦ℎ

𝑟𝑥
)

− 𝑦ℎ ln(𝑟 + 𝑥) +
ℎ2

2
tan−1 (

𝑥𝑦

𝑟ℎ
) +

𝑦2

2
tan−1 (

𝑥ℎ

𝑟𝑦
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

= 𝐺𝜌 [[−
1

2
𝑥𝑦 ln(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑥𝑦 ln(𝑟 + ℎ) + 𝑦ℎ ln(𝑟 + 𝑥) + 𝑥ℎ ln(𝑟 + 𝑦)

−
𝑥2

2
tan−1 (

𝑦ℎ

𝑟𝑥
) −

𝑦2

2
tan−1 (

𝑥ℎ

𝑟𝑦
) −

ℎ2

2
tan−1 (

𝑥𝑦

𝑟ℎ
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

 

(5.13)   

となる。プリズムからの引力を ATとすると、(5.13)式より 

 

𝐴𝑇 = −
𝜕𝑈𝑝
𝜕ℎ

= −𝐺𝜌[[𝑥𝑦
1 +

ℎ
𝑟

(𝑟 + ℎ)
+ 𝑦 ln(𝑟 + 𝑥) +

𝑦ℎ2

(𝑟 + 𝑥)𝑟
+ 𝑥 ln(𝑟 + 𝑦) +

𝑥ℎ2

(𝑟 + 𝑦)𝑟

−
𝑥3𝑦

2𝑟

𝑥2 + 𝑦2

𝑟2𝑥2 + 𝑦2ℎ2
−
𝑥𝑦3

2𝑟

𝑥2 + 𝑦2

𝑟2𝑦2 + 𝑥2ℎ2
+
𝑥𝑦ℎ2

2𝑟

𝑟2 + ℎ2

𝑟2ℎ2 + 𝑥2𝑦2

− ℎ tan−1 (
𝑥𝑦

𝑟ℎ
)]

𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

= −𝐺𝜌[[𝑥 ln(𝑟 + 𝑦) + 𝑦 ln(𝑟 + 𝑥) − ℎ tan−1 (
𝑥𝑦

𝑟ℎ
)

+
𝑥𝑦

𝑟
+

𝑦ℎ2

(𝑟 + 𝑥)𝑟
+

𝑥ℎ2

(𝑟 + 𝑦)𝑟

−
𝑥3𝑦

2𝑟

𝑥2 + 𝑦2

𝑟2𝑥2 + 𝑦2ℎ2
−
𝑥𝑦3

2𝑟

𝑥2 + 𝑦2

𝑟2𝑦2 + 𝑥2ℎ2
+
𝑥𝑦ℎ2

2𝑟

𝑟2 + ℎ2

𝑟2ℎ2 + 𝑥2𝑦2
]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

 

(5.14)   

となる。ここで(5.14)式の右辺第 4～9項を変形すると、 
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−𝐺𝜌[[
𝑥𝑦

𝑟
+

𝑦ℎ2

(𝑟 + 𝑥)𝑟
+

𝑥ℎ2

(𝑟 + 𝑦)𝑟

−
𝑥3𝑦

2𝑟

𝑥2 + 𝑦2

𝑟2𝑥2 + 𝑦2ℎ2
−
𝑥𝑦3

2𝑟

𝑥2 + 𝑦2

𝑟2𝑦2 + 𝑥2ℎ2
+
𝑥𝑦ℎ2

2𝑟

𝑟2 + ℎ2

𝑟2ℎ2 + 𝑥2𝑦2
]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

= −𝐺𝜌[[
𝑥𝑦

𝑟
+
𝑦ℎ2(𝑟 − 𝑥)

(𝑟2 − 𝑥2)𝑟
+
𝑥ℎ2(𝑟 − 𝑦)

(𝑟2 − 𝑦2)𝑟

−
𝑥3𝑦

2𝑟

𝑥2 + 𝑦2

(𝑥2 + 𝑦2)(𝑥2 + ℎ2)
−
𝑥𝑦3

2𝑟

𝑥2 + 𝑦2

(𝑥2 + 𝑦2)(𝑦2 + ℎ2)

+
𝑥𝑦ℎ2

2𝑟

(𝑥2 + ℎ2) + (𝑦2 + ℎ2)

(𝑥2 + ℎ2)(𝑦2 + ℎ2)
]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

= −𝐺𝜌[[
𝑥𝑦

𝑟
+
𝑦ℎ2(𝑟 − 𝑥)

(𝑦2 + ℎ2)𝑟
+
𝑥ℎ2(𝑟 − 𝑦)

(𝑥2 + ℎ2)𝑟

−
𝑥3𝑦

2𝑟

1

(𝑥2 + ℎ2)
−
𝑥𝑦3

2𝑟

1

(𝑦2 + ℎ2)
+
𝑥𝑦ℎ2

2𝑟
(

1

𝑥2 + ℎ2
+

1

𝑦2 + ℎ2
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

= −𝐺𝜌[[
𝑥𝑦

𝑟
+

𝑦ℎ2

𝑦2 + ℎ2
−

𝑥𝑦ℎ2

(𝑦2 + ℎ2)𝑟
+

𝑥ℎ2

𝑥2 + ℎ2
−

𝑥𝑦ℎ2

(𝑥2 + ℎ2)𝑟

−
𝑥3𝑦

2𝑟

1

(𝑥2 + ℎ2)
−
𝑥𝑦3

2𝑟

1

(𝑦2 + ℎ2)
+
𝑥𝑦ℎ2

2𝑟
(

1

𝑥2 + ℎ2
+

1

𝑦2 + ℎ2
)]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

= −𝐺𝜌[[
𝑥𝑦

𝑟
+

𝑥ℎ2

𝑥2 + ℎ2
+

𝑦ℎ2

𝑦2 + ℎ2
−
𝑥𝑦ℎ2 + 𝑥3𝑦

2(𝑥2 + ℎ2)𝑟
−
𝑥𝑦ℎ2 + 𝑥𝑦3

2(𝑦2 + ℎ2)𝑟
]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

= −𝐺𝜌[[
𝑥𝑦

𝑟
+

𝑥ℎ2

𝑥2 + ℎ2
+

𝑦ℎ2

𝑦2 + ℎ2
−
𝑥𝑦

2𝑟
−
𝑥𝑦

2𝑟
]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

= −𝐺𝜌[[
𝑥ℎ2

𝑥2 + ℎ2
+

𝑦ℎ2

𝑦2 + ℎ2
]
𝑦1

𝑦2

]

𝑥1

𝑥2

= 0 

(5.15)   

となる。従って(5.14)式は最終的に以下のような形で書ける。 

 𝐴𝑇 = −𝐺𝜌 [[𝑥 ln(𝑟 + 𝑦) + 𝑦 ln(𝑟 + 𝑥) − ℎ tan
−1 (

𝑥𝑦

𝑟ℎ
)]
𝑦1

𝑦2
]
𝑥1

𝑥2

 (5.16)   

 

 



35 

 

付録 A：(1.21)、(1.83)式の導出 

 

 先ず(1.83)式の導出を行う。ポテンシャルW(u,β,λ)の勾配∇Wは、任意の微小変位ベク

トルを dr、それに対応する W の微小変化を dW とすると、以下の式によって定義される。 

 ∇𝑊 ⋅ 𝑑r = 𝑑𝑊 (A.1)   

楕円座標系(u,β,λ)における基本ベクトルを eu、eβ、eλ、スケールファクターを hu、hβ、

hλとすると、微小変位ベクトル drは次のように表される。 

 𝑑r = ℎ𝑢𝑑𝑢e𝑢 + ℎ𝛽𝑑𝛽e𝛽 + ℎ𝜆𝑑𝜆e𝜆 (A.2)   

またWの微小変化 dWは 

 𝑑𝑊 =
∂W

∂u
𝑑𝑢 +

∂W

∂𝛽
𝑑𝛽 +

∂W

∂𝜆
𝑑𝜆 (A.3)   

と表される。勾配∇Wの u、β、λ方向の成分をそれぞれγu、γβ、γλとすると、 

 ∇𝑊 = 𝛾𝑢e𝑢 + 𝛾𝛽e𝛽 + 𝛾𝜆e𝜆 (A.4)   

となる。楕円座標系は直交座標系であり、異なる基本ベクトルの内積がゼロになることに注

意して(A.1)式の左辺を書き下すと、 

 

∇𝑊 ⋅ 𝑑r

= (𝛾𝑢e𝑢 + 𝛾𝛽e𝛽 + 𝛾𝜆e𝜆) ⋅ (ℎ𝑢𝑑𝑢e𝑢 + ℎ𝛽𝑑𝛽e𝛽 + ℎ𝜆𝑑𝜆e𝜆)

= 𝛾𝑢ℎ𝑢𝑑𝑢 + 𝛾𝛽ℎ𝛽𝑑𝛽 + 𝛾𝜆ℎ𝜆𝑑𝜆 

(A.5)   

となる。従って(A.1)、(A.3)、(A.5)式より 

 (𝛾𝑢ℎ𝑢 −
∂W

∂u
)𝑑𝑢 + (𝛾𝛽ℎ𝛽 −

∂W

∂𝛽
)𝑑𝛽 + (𝛾𝜆ℎ𝜆 −

∂W

∂𝜆
)𝑑𝜆 = 0 (A.6)   

となる。(A.6)式は任意の微小変位 du、dβ、dλについて恒等的に成り立つので、各微小変

位に対する係数は全てゼロとならなければならない。以上より、 

 𝛾𝑢 =
1

ℎ𝑢

∂W

∂u
, 𝛾𝛽 =

1

ℎ𝛽

∂W

∂𝛽
, 𝛾𝜆 =

1

ℎ𝜆

∂W

∂𝜆
 (A.7)   

が得られ、(1.83)式が導かれる。 

 次に(1.21)式の導出を行う。Wのラプラシアン∇2Wとは、∇Wの発散∇・∇Wのことを

指す。そこで先ずラプラシアンを求める為の準備として、楕円座標系における任意のベクト

ル Aの発散∇・Aの具体的な表式を導く。発散は次式によって定義される。 

 ∇ ⋅ A =
1

∆𝑉
∬A ⋅ n𝑑𝑆 (A.8)   

ここでΔVは微小体積、nは微小体積要素表面における外向き単位法線ベクトルであり、面

積分は微小体積要素表面について行うものとする。楕円座標系において、座標を u→u+Δ

u、β→β+Δβ、λ→λ+Δλとずらすことで作られる微小体積要素ΔV について考える。

このとき 

 ∆𝑉 = ℎ𝑢∆𝑢ℎ𝛽Δ𝛽ℎ𝜆Δ𝜆 = ℎ𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆∆𝑢Δ𝛽Δ𝜆 (A.9)   
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と表される。次に微小体積要素表面での面積分について考える。楕円座標系における A の

各成分を Au、Aβ、Aλとする。このとき n が u、β、λの座標曲線と平行な面において、

A・nはそれぞれ Au、Aβ、Aλとなる。微小体積要素の各面の面積は微小であるので、面積

分の被積分関数 A・nは面の中心における値で評価することができる。このとき面積分は 

 

∬A ⋅ n𝑑𝑆

= [𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆] (𝑢 + Δ𝑢, 𝛽 +
Δ𝛽

2
, 𝜆 +

Δ𝜆

2
)Δ𝛽Δ𝜆

− [𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆] (𝑢, 𝛽 +
Δ𝛽

2
, 𝜆 +

Δ𝜆

2
)Δ𝛽Δ𝜆

+ [𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆] (𝑢 +
Δ𝑢

2
, 𝛽 + Δ𝛽, 𝜆 +

Δ𝜆

2
)Δ𝑢Δ𝜆

− [𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆] (𝑢 +
Δ𝑢

2
, 𝛽, 𝜆 +

Δ𝜆

2
)Δ𝑢Δ𝜆

+ [𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽] (𝑢 +
Δ𝑢

2
, 𝛽 +

Δ𝛽

2
, 𝜆 + Δ𝜆)Δ𝑢Δ𝛽

− [𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽] (𝑢 +
Δ𝑢

2
, 𝛽 +

Δ𝛽

2
, 𝜆) Δ𝑢Δ𝛽 

(A.10)   

となる。ここで(A.10)式の右辺の各項を(u,β,λ)の周りにテーラー展開し、2 次以上の項を

十分小さいものとして無視すると、 
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∬A ⋅ n𝑑𝑆

≈ {𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆 +
𝜕(𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆)

𝜕𝑢
Δ𝑢 +

𝜕(𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆)

𝜕𝛽

Δ𝛽

2

+
𝜕(𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆)

𝜕𝜆

Δ𝜆

2
}Δ𝛽Δ𝜆

− {𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆 +
𝜕(𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆)

𝜕𝛽

Δ𝛽

2
+
𝜕(𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆)

𝜕𝜆

Δ𝜆

2
}Δ𝛽Δ𝜆

+ {𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆 +
𝜕(𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆)

𝜕𝑢

Δ𝑢

2
+
𝜕(𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆)

𝜕𝛽
Δ𝛽

+
𝜕(𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆)

𝜕𝛽

Δ𝜆

2
}Δ𝑢Δ𝜆

− {𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆 +
𝜕(𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆)

𝜕𝑢

Δ𝑢

2
+
𝜕(𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆)

𝜕𝛽

Δ𝜆

2
}Δ𝑢Δ𝜆

+ {𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽 +
𝜕(𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽)

𝜕𝑢

Δ𝑢

2
+
𝜕(𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽)

𝜕𝛽

Δ𝛽

2

+
𝜕(𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽)

𝜕𝜆
Δ𝜆}Δ𝑢Δ𝛽

− {𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽 +
𝜕(𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽)

𝜕𝑢

Δ𝑢

2
+
𝜕(𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽)

𝜕𝛽

Δ𝛽

2
}Δ𝑢Δ𝛽

= {
𝜕(𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆)

𝜕𝑢
+
𝜕(𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆)

𝜕𝛽
+
𝜕(𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽)

𝜕𝜆
}Δ𝑢Δ𝛽Δ𝜆 

(A.11)   

となる。(A.9)、(A.11)式を(A.8)式に適用すると、 

 ∇ ⋅ A =
1

ℎ𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆
{
𝜕(𝐴𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆)

𝜕𝑢
+
𝜕(𝐴𝛽ℎ𝑢ℎ𝜆)

𝜕𝛽
+
𝜕(𝐴𝜆ℎ𝑢ℎ𝛽)

𝜕𝜆
} (A.12)   

となり、発散の具体的な表式が得られる。 

 最後に以上の結果を用いて W のラプラシアンの具体的な表式を導く。(A.12)式において

A=∇Wとし、(A.7)式を適用すると、 

 ∇2W =
1

ℎ𝑢ℎ𝛽ℎ𝜆
{
𝜕

𝜕𝑢
(
ℎ𝛽ℎ𝜆
ℎ𝑢

𝜕𝑊

𝜕𝑢
)+

𝜕

𝜕𝛽
(
ℎ𝑢ℎ𝜆
ℎ𝛽

𝜕𝑊

𝜕𝛽
) +

𝜕

𝜕𝜆
(
ℎ𝑢ℎ𝛽
ℎ𝜆

𝜕𝑊

𝜕𝜆
)} (A.13)   

となり、(1.21)式が導かれる。 

 

付録 B：ルジャンドル関数、ルジャンドル陪関数に関する諸公式の導出 

 

 本付録ではルジャンドル微分方程式(2)(B.8)から出発し、本文書で用いたルジャンドル関

数、ルジャンドル陪関数に関する諸公式の導出を行う。本付録の構成については、以下の通
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りである。 

 ・第一種ルジャンドル関数 Pnの導出 

 ・Pnの漸化式の導出 

 ・Pnの導関数 Pn’の Pnによる級数展開式の導出 

 ・第二種ルジャンドル関数 Qnの導出 

 ・Qnの積分表示式の導出 

 ・Qnの積分表示式から得られる別表式の導出 

 ・ルジャンドル陪関数の導出 

なお本付録を作成するに当たっては、主に寺沢(2005)、蓬田(2011)を参照した。 

 

B．１ 第一種ルジャンドル関数 Pnの導出 

 

 本節では先ずルジャンドル微分方程式(1.50)において、特別な場合として m=0 の場合を

考える。即ち 

 (1 − 𝑡2)𝑔′′(𝑡) − 2𝑡𝑔′(𝑡) + 𝑛(𝑛 + 1)𝑔(𝑡) = 0 (B.1)   

の解を求める。解の形としてべき級数を仮定し、 

 𝑔(𝑡) = ∑𝑐𝑘𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

 (B.2)   

と置く。このとき 

 𝑔′(𝑡) = ∑𝑘𝑐𝑘𝑡
𝑘−1

∞

𝑘=1

=∑(𝑘 + 1)𝑐𝑘+1𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

 (B.3)   

 𝑔′′(𝑡) = ∑𝑘(𝑘 + 1)𝑐𝑘+1𝑡
𝑘−1

∞

𝑘=1

=∑(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑐𝑘+2𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

 (B.4)   

となるので、(B.2)、(B.3)、(B.4)式を(B.1)式に代入すると、 

 

0 = (1 − 𝑡2)∑(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑐𝑘+2𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

− 2𝑡∑(𝑘 + 1)𝑐𝑘+1𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

+ 𝑛(𝑛 + 1)∑𝑐𝑘𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

=∑(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑐𝑘+2𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

−∑(𝑘 − 1)𝑘𝑐𝑘𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

− 2∑𝑘𝑐𝑘𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

+ 𝑛(𝑛 + 1)∑𝑐𝑘𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

 

(B.5)   

となる。ここで(B.5)式が成り立つ為には、各べき tkの係数が全てゼロにならなければなら

ない。このとき 

 
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑐𝑘+2 − (𝑘 − 1)𝑘𝑐𝑘 − 2𝑘𝑐𝑘 + 𝑛(𝑛 + 1)𝑐𝑘

= (𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑐𝑘+2 + {𝑛(𝑛 + 1) − 𝑘(𝑘 + 1)}𝑐𝑘 = 0 
(B.6)   
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とならなければならない。(B.6)式を ck+2について整理すると、 

 𝑐𝑘+2 = −
{𝑛(𝑛 + 1) − 𝑘(𝑘 + 1)}

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
𝑐𝑘 = −

(𝑘 + 𝑛 + 1)(𝑛 − 𝑘)

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
𝑐𝑘 (B.7)   

となり、べき級数解の係数に関する漸化式が得られる。(B.7)式よりべき級数の収束性を調

べると、 

 lim
𝑘→∞

𝑐𝑘+2
𝑐𝑘

= lim
𝑘→∞

(𝑘 + 𝑛 + 1)(𝑘 − 𝑛)

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
= lim

𝑘→∞

(1 +
𝑛 + 1
𝑘

)(1 −
𝑛
𝑘
)

(1 +
1
𝑘
) (1 +

2
𝑘
)

= 1 (B.8)   

となる。即ち、解がべきの無限級数であるとすれば、t=±1 で発散してしまうことになる。

解の発散を回避する為には、ある k において(B.7)式の右辺の係数がゼロとなり、解が多項

式となればよい。このことから n=kまたは n=-k-1であれば良いことが分かる。即ち解が発

散しない為には少なくとも nは整数でなければならない。また n(n+1)は n→-n-1なる変換

に対して不変であるので、n を正の整数に限定しても一般性は失われない。また(B.7)式は

ある係数とそれよりも次数が 2 小さい係数の関係式であるので、次数が偶数である係数の

関係式は次数が奇数である係数の関係式と独立である。従って、nが偶数である場合、次数

が偶数の項は有限で打ち切られるものの、次数が奇数の項は無限に続いてしまうことにな

る。また nが奇数である場合、次数が奇数の項は有限で打ち切られるものの、次数が偶数の

項は無限に続いてしまうことになる。この問題を回避する為には、nが偶数(奇数)の場合に

次数が奇数(偶数)の係数は全てゼロであれば良い。以上をまとめると、解が発散しない為の

条件は次のいずれかとなる。 

 （i）n(および k)が偶数かつ c1=c3=…=0 

 （ii）n(および k)が奇数かつ c0=c2=…=0 

先ず（i）の場合について(B.7)式より ckの具体的表式を求める。k≧nの場合には ck+2=0と

なる。一方 k<nの場合は、 

 

𝑐𝑘 = −
(𝑛 + 𝑘 − 1)(𝑛 − 𝑘 + 2)

(𝑘 − 1)𝑘
𝑐𝑘−2

= (−1)2
(𝑛 + 𝑘 − 1)(𝑛 + 𝑘 − 3)(𝑛 − 𝑘 + 2)(𝑛 − 𝑘 + 4)

(𝑘 − 3)(𝑘 − 2)(𝑘 − 1)𝑘
𝑐𝑘−4

= (−1)
𝑘
2
(𝑛 + 𝑘 − 1)(𝑛 + 𝑘 − 3)⋯(𝑛 + 1)(𝑛 − 𝑘 + 2)(𝑛 − 𝑘 + 4)⋯𝑛

𝑘!
𝑐0

=
(−1)

𝑘
2

𝑘!

(𝑛 + 𝑘)!

𝑛!

(
𝑛
2
) !

2
𝑘
2 (
𝑛 + 𝑘
2

) !

2
𝑘
2 (
𝑛
2
) !

(
𝑛 − 𝑘
2

) !
𝑐0

=
[(
𝑛
2
) !]

2

𝑛!
(−1)

𝑛
2𝑐0(−1)

𝑟
(2𝑛 − 2𝑟)!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟)!
 

(B.9)   

となる。但し式変形の最後で k=n-2rと置いた。次に（ii）の場合について ckの具体的表式
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を求める。k≧nの場合には ck+2=0となる。一方 k<nの場合は、 

 

𝑐𝑘 = −
(𝑛 + 𝑘 − 1)(𝑛 − 𝑘 + 2)

(𝑘 − 1)𝑘
𝑐𝑘−2

= (−1)2
(𝑛 + 𝑘 − 1)(𝑛 + 𝑘 − 3)(𝑛 − 𝑘 + 2)(𝑛 − 𝑘 + 4)

(𝑘 − 3)(𝑘 − 2)(𝑘 − 1)𝑘
𝑐𝑘−4

= (−1)
𝑘−1
2
(𝑛 + 𝑘 − 1)(𝑛 + 𝑘 − 3)⋯ (𝑛 + 2)(𝑛 − 𝑘 + 2)⋯(𝑛 − 1)

𝑘!
𝑐1

=
(−1)

𝑘−1
2

𝑘!

(𝑛 + 𝑘)!

𝑛!

(
𝑛 − 1
2

) !

2
𝑘+1
2 (

𝑛 + 𝑘
2

) !

2
𝑘−1
2 (

𝑛 − 1
2

) !

(
𝑛 − 𝑘
2

) !
𝑐0

=
[(
𝑛 − 1
2

) !]
2

2(𝑛!)
(−1)

𝑛−1
2 𝑐1(−1)

𝑟
(2𝑛 − 2𝑟)!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟)!
 

(B.10)   

となる。但し式変形の最後で k=n-2r と置いた。正の整数 n に対応する解を Pn(t)とし、そ

の比例係数を Anとすると、(B.9)、(B.10)式より 

 𝑃𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 ∑(−1)𝑟
(2𝑛 − 2𝑟)!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟)!
𝑡𝑛−2𝑟

2𝑟≤𝑛

𝑟=0

 (B.11)   

となる。(B.11)式は n次の多項式であり、ルジャンドル多項式とも呼ばれる。一般にルジャ

ンドル多項式の比例係数 Anは Pn(1)=1 となるように規格化される。以下 Anを定める為、

(B.11)式の右辺を書き換える。(t2-1)nという関数の二項展開を考えると、 

 (𝑡2 − 1)𝑛 =∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟!
𝑡2(𝑛−𝑟)(−1)𝑟

𝑛

𝑟=0

 (B.12)   

となる。(B.12)の両辺を tで n回微分すると、2(n-r)≧n、即ち 2r≦nとなる項だけ残り、 

 

(
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛

(𝑡2 − 1)𝑛 = (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛

∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟!
𝑡2(𝑛−𝑟)(−1)𝑟

𝑛

𝑟=0

= ∑(−1)𝑟
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟!

(2𝑛 − 2𝑟)!

(𝑛 − 2𝑟)!
𝑡𝑛−2𝑟

2𝑟≤𝑛

𝑟=0

 

(B.13)   

となる。(B.13)式を用いると、(B.11)式は次のように書き換えられる。 

 𝑃𝑛(𝑡) =
𝐴𝑛
𝑛!
(
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛

(𝑡2 − 1)𝑛 (B.14)   

(B.14)式で t=1とすると、 

 𝑃𝑛(1) =
𝐴𝑛
𝑛!
(
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛

(𝑡 + 1)𝑛(𝑡 − 1)𝑛|
𝑡=1

= 1 (B.15)   

となる。(B.15)式の中辺において、値がゼロとならないのは(t-1)を含まない項、即ち(t+1)n

に比例する項のみであるので、 
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 𝑃𝑛(1) =
𝐴𝑛
𝑛!
𝑛! (𝑡 + 1)𝑛|𝑡=1 = 𝐴𝑛2

𝑛 = 1, 𝐴𝑛 =
1

2𝑛
  (B.16)   

となる。(B.16)式を(B.11)、(B.14)式に適用すると、 

 𝑃𝑛(𝑡) =
1

2𝑛
∑(−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟)!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟)!
𝑡𝑛−2𝑟

2𝑟≤𝑛

𝑟=0

 (B.17)   

 𝑃𝑛(𝑡) =
1

2𝑛𝑛!
(
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛

(𝑡2 − 1)𝑛 (B.18)   

が得られる。(B.18)式はロドリゲスの公式と呼ばれる。 

 

B．２ ルジャンドル多項式 Pnの漸化式の導出 

 

本付録の後の節において、次数の異なるルジャンドル多項式どうしの漸化式が必要とな

る。そこで本節では次の 3つのルジャンドル多項式の漸化式を導出しておく。 

 𝑃𝑛
′(𝑡) = 𝑛𝑃𝑛−1(𝑡) + 𝑡𝑃𝑛−1

′ (𝑡) (B.19)   

 𝑃𝑛
′(𝑡) − 𝑃𝑛−2

′ (𝑡) = (2𝑛 − 1)𝑃𝑛−1(𝑡) (B.20)   

 (𝑡2 − 1)𝑃𝑛
′(𝑡) = 𝑛𝑡𝑃𝑛(𝑡) − 𝑛𝑃𝑛−1(𝑡) (B.21)   

 先ず(B.19)式の導出を行う。(B.17)式より 

 𝑃𝑛
′(𝑡) =

1

2𝑛
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟)!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

 (B.22)   

 𝑛𝑃𝑛−1(𝑡) =
𝑛

2𝑛−1
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

 (B.23)   

 𝑡𝑃𝑛−1
′ (𝑡) =

1

2𝑛−1
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 2)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

 (B.24)   

となる。(B.23)、(B.24)式の辺々を加えると、 

 

𝑛𝑃𝑛−1(𝑡) + 𝑡𝑃𝑛−1
′ (𝑡)

=
𝑛

2𝑛−1
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

+
1

2𝑛−1
∑(−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 2)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛

𝑟=0

=
1

2𝑛−1
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
(𝑛 + 𝑛 − 2𝑟 − 1)𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

=
1

2𝑛−1
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟)!

(2𝑛 − 2𝑟)(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

=
1

2𝑛
∑(−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟)!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛

𝑟=0

 

(B.25)   

となる。(B.22)、(B.25)式より(B.19)式が得られる。 
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 次に(B.20)式を導く。(B.17)式より、 

 𝑃𝑛−2
′ (𝑡) =

1

2𝑛−2
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟 − 4)!

(𝑛 − 𝑟 − 2)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 3)!
𝑡𝑛−2𝑟−3

2𝑟≤𝑛−3

𝑟=0

 (B.26)   

となる。(B.22)、(B.26)式より、 

 

𝑃𝑛
′(𝑡) − 𝑃𝑛−2

′ (𝑡)

=
1

2𝑛
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟)!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

−
1

2𝑛−2
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟 − 4)!

(𝑛 − 𝑟 − 2)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 3)!
𝑡𝑛−2𝑟−3

2𝑟≤𝑛−3

𝑟=0

=
1

2𝑛
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟)!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

−
1

2𝑛−2
∑ (−1)𝑟−1

(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟 − 1)! (𝑟 − 1)! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=1

=
1

2𝑛
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟)(2𝑛 − 2𝑟 − 1)(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟)(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

+
4

2𝑛
∑ (−1)𝑟

𝑟(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

=
1

2𝑛
∑ {

(2𝑛 − 2𝑟)(2𝑛 − 2𝑟 − 1)

𝑛 − 𝑟

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

+ 4𝑟} (−1)𝑟
(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

=
1

2𝑛
∑ (4𝑛 − 2)(−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

= (2𝑛 − 1)
1

2𝑛−1
∑ (−1)𝑟

(2𝑛 − 2𝑟 − 2)!

(𝑛 − 𝑟 − 1)! 𝑟! (𝑛 − 2𝑟 − 1)!
𝑡𝑛−2𝑟−1

2𝑟≤𝑛−1

𝑟=0

= (2𝑛 − 1)𝑃𝑛−1(𝑡) 

(B.27)   

となり、(B.20)式が導かれる。 

 最後に(B.21)式を導く。(B.20)式において n→n+1と置き換え、両辺に tを掛けると、 

 𝑡𝑃𝑛+1
′ (𝑡) − 𝑡𝑃𝑛−1

′ (𝑡) = (2𝑛 + 1)𝑡𝑃𝑛(𝑡) (B.28)   

となる。(B.19)式において n→n+1と置き換えると、 

 𝑃𝑛+1
′ (𝑡) = (𝑛 + 1)𝑃𝑛(𝑡) + 𝑡𝑃𝑛

′(𝑡) (B.29)   

となる。(B.19)、(B.29)式を用いて、(B.28)式の P’n+1、P’n-1を消去すると、 

 𝑡{(𝑛 + 1)𝑃𝑛(𝑡) + 𝑡𝑃𝑛
′(𝑡)} − {𝑃𝑛

′(𝑡) − 𝑛𝑃𝑛−1(𝑡)} = (2𝑛 + 1)𝑡𝑃𝑛(𝑡) (B.30)   

となる。(B.30)式を整理すると、 

 (𝑡2 − 1)𝑃𝑛
′(𝑡) = 𝑛𝑡𝑃𝑛(𝑡) − 𝑛𝑃𝑛−1(𝑡) (B.31)   

となり、(B.21)式が得られる。 
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B．３ P’nのルジャンドル多項式展開の導出 

 

 本付録の後の節において、P’nのルジャンドル多項式展開が必要となる。そこで本節で

は、先ずルジャンドル多項式の直交性 

 ∫ 𝑃𝑚(𝑡)𝑃𝑛(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

=
2

2𝑛 + 1
𝛿𝑚𝑛 (B.32)   

を導き、それを利用して P’nのルジャンドル多項式展開を導く。 

 ロドリゲスの公式(B.18)を用いると、 

 

∫ 𝑃𝑚(𝑡)𝑃𝑛(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

= ∫
1

2𝑚𝑚!
(
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑚

(𝑡2 − 1)𝑚
1

2𝑛𝑛!
(
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛

(𝑡2 − 1)𝑛𝑑𝑡
1

−1

=
1

2𝑚+𝑛𝑚!𝑛!
∫ (

𝑑

𝑑𝑡
)
𝑚

(𝑡2 − 1)𝑚
1

2𝑛
(
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛

(𝑡2 − 1)𝑛𝑑𝑡
1

−1

 

(B.33)   

となる。m<n(m≠n)の場合を考える。(B.33)において部分積分を一度実行すると、 

 

∫ 𝑃𝑚(𝑡)𝑃𝑛(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

=
1

2𝑚+𝑛𝑚!𝑛!
[(
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑚

(𝑡2 − 1)𝑚 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛−1

(𝑡2 − 1)𝑛]
−1

1

−
1

2𝑚+𝑛𝑚!𝑛!
∫ (

𝑑

𝑑𝑡
)
𝑚+1

(𝑡2 − 1)𝑚 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛−1

(𝑡2 − 1)𝑛𝑑𝑡
1

−1

 

(B.34)   

となる。(B.34)式の右辺第 1項について、 

 (𝑡2 − 1)𝑛 = (𝑡 + 1)𝑛(𝑡 − 1)𝑛 (B.35)   

となるので、これを t で k 回(k<n)微分して現れる全ての項に(t+1)と(t-1)の項が含まれる。

従って 

 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑘

(𝑡2 − 1)𝑛|
𝑡=±1

= 0 (B.36)   

が成り立つ。(B.36)式を用いて(B.34)式の右辺において繰り返し部分積分を実行すると、 

 

∫ 𝑃𝑚(𝑡)𝑃𝑛(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

= −
1

2𝑚+𝑛𝑚!𝑛!
∫ (

𝑑

𝑑𝑡
)
𝑚+1

(𝑡2 − 1)𝑚 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛−1

(𝑡2 − 1)𝑛𝑑𝑡
1

−1

= (−1)2
1

2𝑚+𝑛𝑚!𝑛!
∫ (

𝑑

𝑑𝑡
)
𝑚+2

(𝑡2 − 1)𝑚 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛−2

(𝑡2 − 1)𝑛𝑑𝑡
1

−1

= (−1)𝑚
(2𝑚)!

2𝑚+𝑛𝑚!𝑛!
∫ (

𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛−𝑚

(𝑡2 − 1)𝑛𝑑𝑡
1

−1

= 0 

(B.37)   

となる。一方、m=nの場合、 
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∫ 𝑃𝑛(𝑡)𝑃𝑛(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

= −
1

22𝑛(𝑛!)2
∫ (

𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛+1

(𝑡2 − 1)𝑛 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛−1

(𝑡2 − 1)𝑛𝑑𝑡
1

−1

= (−1)2
1

22𝑛(𝑛!)2
∫ (

𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛+2

(𝑡2 − 1)𝑛 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛−2

(𝑡2 − 1)𝑛𝑑𝑡
1

−1

= (−1)𝑛
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
∫ (𝑡2 − 1)𝑛𝑑𝑡
1

−1

=
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
∫ (1 − 𝑡2)𝑛𝑑𝑡
1

−1

 

(B.38)   

となる。ここで(B.35)式が成り立つことに着目し、(B.38)式において繰り返し部分積分を行

うと、 

 

∫ 𝑃𝑛(𝑡)𝑃𝑛(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

=
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
∫ (1 − 𝑡2)𝑛𝑑𝑡
1

−1

=
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
∫ (1 + 𝑡)𝑛(1 − 𝑡)𝑛𝑑𝑡
1

−1

=
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
{[

1

𝑛 + 1
(1 + 𝑡)𝑛+1(1− 𝑡)𝑛]

−1

1

+∫
𝑛

𝑛 + 1
(1 + 𝑡)𝑛+1(1 − 𝑡)𝑛−1𝑑𝑡

1

−1

}

=
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
(𝑛!)2

(2𝑛)!
∫ (1 + 𝑡)2𝑛𝑑𝑡
1

−1

=
1

22𝑛
[
(1 + 𝑡)2𝑛+1

2𝑛 + 1
]
−1

1

=
2

2𝑛 + 1
 

(B.39)   

となる。(B.37)、(B.39)式をまとめて表記すると、(B.32)式が得られる。 

 以下、P’nのルジャンドル多項式展開を求める。P’nは n-1次の多項式となるので、 

 𝑃𝑛
′(𝑡) = ∑𝐶𝑘𝑃𝑘(𝑡)

𝑛−1

𝑘=0

 (B.40)   

と表される。(B.40)式の両辺に Pm を掛け、t=-1から t=1まで積分すると、(B.32)式より、 

 𝐶𝑘 =
2𝑘 + 1

2
∫ 𝑃𝑛

′(𝑡)𝑃𝑘(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

 (B.41)   

となる。また n>kであることに注意すると、(B.37)式を導いたのと同様の手続きによって 

次式が得られる。 
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∫ 𝑃𝑛(𝑡)𝑃𝑘
′(𝑡)𝑑𝑡

1

−1

= (−1)𝑘+1
(2𝑘)!

2𝑛+𝑘𝑛! 𝑘!
∫ (

𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛−𝑘−1

(𝑡2 − 1)𝑛𝑑𝑡
1

−1

= 0 

(B.42)   

(B.41)、(B.42)式より 

 

𝐶𝑘 =
2𝑘 + 1

2
∫ {𝑃𝑛

′(𝑡)𝑃𝑘(𝑡) + 𝑃𝑛(𝑡)𝑃𝑘
′(𝑡)}𝑑𝑡

1

−1

=
2𝑘 + 1

2
∫

𝑑

𝑑𝑡
{𝑃𝑛(𝑡)𝑃𝑘(𝑡)}𝑑𝑡

1

−1

=
2𝑘 + 1

2
[𝑃𝑛(𝑡)𝑃𝑘(𝑡)]−1

1  

(B.43)   

となる。定義より Pn(1)=1、Pk(1)＝1であるので、Pn(1) Pk(1)=1である。また nが偶数な

らば Pn(-1)=1、nが奇数ならば Pn(-1)=-1となる。従って n-kが偶数ならば Pn(-1) Pk(-1)=1、

n-kが奇数ならば Pn(-1) Pk(-1)=-1となる。以上より n-kが偶数の場合には Ckがゼロとなる

ので、 

 

𝑃𝑛
′(𝑡) = (2𝑛 − 1)𝑃𝑛−1(𝑡) + (2𝑛 − 5)𝑃𝑛−3(𝑡) +⋯

= ∑ (2𝑛 − 4𝑚− 1)𝑃𝑛−2𝑚−1(𝑡)

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

 

(B.44)   

が得られる。 

 

B．４ 第二種ルジャンドル関数 Qnの導出 

 

 B．１～３節では、ルジャンドル微分方程式の基本解のうち、t=±1で発散しない第一種

ルジャンドル関数(ルジャンドル多項式)Pn とその関連公式を導いた。本節ではもう 1 つの

基本解として、|t|>1で収束する第二種ルジャンドル関数 Qnの具体的表式を導く。 

 (B.1)式において t=1/zなる変数変換を行うと、 

 
𝑑𝑔(𝑧)

𝑑𝑡
=
𝑑𝑧

𝑑𝑡

𝑑𝑔(𝑧)

𝑑𝑧
= −

1

𝑡2
𝑑𝑔(𝑧)

𝑑𝑧
= −𝑧2

𝑑𝑔(𝑧)

𝑑𝑧
 (B.45)   

 

𝑑2𝑔(𝑧)

𝑑𝑡2
=
𝑑𝑧

𝑑𝑡

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑𝑔(𝑧)

𝑑𝑡
) = −𝑧2

𝑑

𝑑𝑧
(−𝑧2

𝑑𝑔(𝑧)

𝑑𝑧
)

= 𝑧2 {2𝑧
𝑑𝑔(𝑧)

𝑑𝑧
+
𝑑2𝑔(𝑧)

𝑑𝑧2
} 

(B.46)   

となるので、 

 (𝑧2 − 1)𝑧2
𝑑2𝑔(𝑧)

𝑑𝑧2
− 2𝑧3

𝑑𝑔(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑛(𝑛 + 1)𝑔(𝑧) = 0 (B.47)   

となる。ここで(B.47)式は z=0に確定特異点を持つので、λを定数として、べき級数解 
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 𝑔(𝑧) = ∑𝑐𝑘𝑧
𝑘+𝜆

∞

𝑘=0

 (B.48)   

を仮定する。(B.48)式を(B.47)式に代入し、各べきの項の係数がゼロになるよう係数を定め

る。先ず最低次 zλの項の係数を取り出すと、 

 −𝜆(𝜆 − 1) + 𝑛(𝑛 + 1) = −(𝜆 + 𝑛)(𝜆 − 𝑛 − 1) = 0 (B.49)   

となる。即ちλ=-n またはλ=n+1 となることが分かる。λ=-n の場合について係数の漸化

式を求めると、(B.7)式と同じ形式となる。従ってλ=-n の場合の解はルジャンドル多項式

Pnに対応する。そこで以下ではλ=n+1の場合について詳細に調べる。このとき(B.48)式を

(B.47)式に代入すると、 

 

∑𝑐𝑘(𝑘 + 𝑛 + 1)(𝑘 + 𝑛)𝑧
𝑘+𝑛+3

∞

𝑘=0

−∑𝑐𝑘(𝑘 + 𝑛 + 1)(𝑘 + 𝑛)𝑧
𝑘+𝑛+1

∞

𝑘=0

+ 2∑𝑐𝑘(𝑘 + 𝑛 + 1)𝑧
𝑘+𝑛+3

∞

𝑘=0

+𝑛(𝑛 + 1)∑𝑐𝑘𝑧
𝑘+𝑛+1

∞

𝑘=0

= 0 

(B.50)   

となる。(B.50)式において最低次の項 zn+1の係数を取り出すと、 

 −𝑛(𝑛 + 1)𝑐0 + 𝑛(𝑛 + 1)𝑐0 = 0 (B.51)   

となり、自動的にゼロとなる。次に zn+2の係数を取り出すと、 

 −(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑐1 + 𝑛(𝑛 + 1)𝑐1 = −2(𝑛 + 1)𝑐1 = 0 (B.52)   

となる。従って 

 𝑐1 = 0 (B.53)   

が得られる。さらに zk+n+3(k≧0)の係数を取り出すと、 

 

(𝑘 + 𝑛 + 1)(𝑘 + 𝑛)𝑐𝑘 − (𝑘 + 𝑛 + 3)(𝑘 + 𝑛 + 2)𝑐𝑘+2 + 2(𝑘 + 𝑛 + 1)𝑐𝑘

+ 𝑛(𝑛 + 1)𝑐𝑘+2

= (𝑘 + 𝑛 + 1)(𝑘 + 𝑛 + 2)𝑐𝑘 − (𝑘 + 2)(𝑘 + 2𝑛 + 3)𝑐𝑘+2 = 0 

(B.54)   

となる。(B.54)式を ck+2について整理すると、 

 𝑐𝑘+2 =
(𝑘 + 𝑛 + 1)(𝑘 + 𝑛 + 2)

(𝑘 + 2)(𝑘 + 2𝑛 + 3)
𝑐𝑘 (B.55)   

となる。(B.53)、(B.55)式より、 

 𝑐1 = 𝑐3 = 𝑐5 = ⋯ = 0 (B.56)   

となる。即ち kが奇数である係数は全てゼロとなり、kが偶数である係数のみが生き残る。

そこで(B.55)式において k=2mと置くと、 
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𝑐2𝑚 =
(2𝑚 + 𝑛 − 1)(2𝑚 + 𝑛)

2𝑚(2𝑚 + 2𝑛 + 1)
𝑐2𝑚−2

=
(2𝑚 + 𝑛 − 3)(2𝑚 + 𝑛 − 2)(2𝑚 + 𝑛 − 1)(2𝑚 + 𝑛)

22𝑚(𝑚− 1)(2𝑚 + 2𝑛 + 1)(2𝑚 + 2𝑛 − 1)
𝑐2𝑚−4

=
(2𝑚 + 𝑛)!

𝑛!

1

2𝑚𝑚!

(2𝑛 + 1)!

(2𝑚 + 2𝑛 + 1)!

(𝑛 +𝑚)!

𝑛!
𝑐0

=
(𝑛 +𝑚)! (2𝑚 + 𝑛)! (2𝑛 + 1)!

(𝑛!)2𝑚! (2𝑚 + 2𝑛 + 1)!
𝑐0 

(B.57)   

となる。(B.48)、(B.57)式より 

 𝑄𝑛(𝑡) = 𝑐0𝑡
−𝑛−1 ∑

(𝑛 +𝑚)! (2𝑚 + 𝑛)! (2𝑛 + 1)!

(𝑛!)2𝑚! (2𝑚 + 2𝑛 + 1)!
𝑡−2𝑚

∞

𝑚=0

 (B.58)   

が得られる。 

 (B.58)に現れる係数 c0 は、慣例的には第二種ルジャンドル関数もまたルジャンドル多項

式と同じ漸化式を満たすように定められている。そこで以下では慣例に従って c0を定める。

ここでは(B.19)式に対応する漸化式 

 𝑄𝑛
′ (𝑡) = 𝑛𝑄𝑛−1(𝑡) + 𝑡𝑄𝑛−1

′ (𝑡) (B.59)   

が成り立つように c0を定める16。c0が nの関数であることに注意して c0 (n)と表すこととす

る。このとき(B.58)式より 

 𝑄𝑛
′ (𝑡) = 𝑐0(𝑛) ∑

(𝑛 +𝑚)! (2𝑚 + 𝑛)! (2𝑛 + 1)! (−2𝑚− 𝑛 − 1)

(𝑛!)2𝑚! (2𝑚 + 2𝑛 + 1)!
𝑡−2𝑚−𝑛−2

∞

𝑚=0

 (B.60)   

 

𝑛𝑄𝑛−1(𝑡) + 𝑡𝑄𝑛−1
′ (𝑡)

= 𝑛𝑐0(𝑛 − 1) ∑
(𝑛 +𝑚 − 1)! (2𝑚 + 𝑛 − 1)! (2𝑛 − 1)!

[(𝑛 − 1)!]2𝑚! (2𝑚 + 2𝑛 − 1)!
𝑡−2𝑚−𝑛−2

∞

𝑚=0

+ 𝑐0(𝑛 − 1) ∑
(𝑛 +𝑚 − 1)! (2𝑚 + 𝑛 − 1)! (2𝑛 − 1)!

[(𝑛 − 1)!]2𝑚! (2𝑚 + 2𝑛 − 1)!
𝑡−2𝑚−𝑛−2

∞

𝑚=0

= 𝑐0(𝑛 − 1) ∑
(𝑛 +𝑚)! (2𝑚 + 𝑛)! (2𝑛 + 1)!

(𝑛!)2𝑚! (2𝑚 + 2𝑛 + 1)!

𝑛2(−𝑛 − 2𝑚 − 1)

2𝑛(2𝑛 + 1)
𝑡−2𝑚−𝑛−2

∞

𝑚=0

 

(B.61)   

となる。(B.59)、(B.60)、(B.61)式より、 

 𝑐0(𝑛) =
𝑛

2𝑛 + 1
𝑐0(𝑛 − 1) (B.62)   

となる。c0に関する漸化式(B.62)を解くと、 

 𝑐0(𝑛) =
2𝑛(𝑛!)2

(2𝑛 + 1)!
𝑐0(0) (B.63)   

となる。ここで c0(0)は nに依らない任意の定数であり、慣例的には簡単の為に 1とする。

                                                 
16 勿論、(2)(B.20)、(2)(B.21)式から c0を決めても良い。いずれの場合も同様の結果が得ら

れる。 
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以上より、 

 𝑄𝑛(𝑡) =
2𝑛(𝑛!)2

(2𝑛 + 1)!
∑

(𝑛 +𝑚)! (2𝑚 + 𝑛)! (2𝑛 + 1)!

(𝑛!)2𝑚! (2𝑚 + 2𝑛 + 1)!
𝑡−2𝑚−𝑛−1

∞

𝑚=0

 (B.64)   

が得られる。 

 

B．５ Qnの積分表示式の導出 

 

 本節では、Pnが基本解であることを出発点として Qnの積分表示式を導出する。ルジャン

ドル微分方程式(B.1)の基本解の一つが Pnであることが分かっているものとして、もう一つ

の基本解が 

 𝑔(𝑡) = 𝑃𝑛(𝑡)𝑤(𝑡) (B.65)   

と表されると仮定する。このとき 

 𝑔′(𝑡) = 𝑃𝑛
′(𝑡)𝑤(𝑡) + 𝑃𝑛(𝑡)𝑤

′(𝑡) (B.66)   

 𝑔′′(𝑡) = 𝑃𝑛
′′(𝑡)𝑤(𝑡) + 2𝑃𝑛

′(𝑡)𝑤′(𝑡) + 𝑃𝑛(𝑡)𝑤
′′(𝑡) (B.67)   

となる。(B.65)、(B.66)、(B.67)式を(B.1)式に代入すると、 

 

(1 − 𝑡2){𝑃𝑛
′′(𝑡)𝑤(𝑡) + 2𝑃𝑛

′(𝑡)𝑤′(𝑡) + 𝑃𝑛(𝑡)𝑤
′′(𝑡)}

− 2𝑡{𝑃𝑛
′(𝑡)𝑤(𝑡) + 𝑃𝑛(𝑡)𝑤

′(𝑡)} + 𝑛(𝑛 + 1)𝑃𝑛(𝑡)𝑤(𝑡)

= {(1 − 𝑡2)𝑃𝑛
′′(𝑡) − 2𝑡𝑃𝑛

′(𝑡) + 𝑛(𝑛 + 1)𝑃𝑛(𝑡)}𝑤(𝑡)

+ (1 − 𝑡2){2𝑃𝑛
′(𝑡)𝑤′(𝑡) + 𝑃𝑛(𝑡)𝑤

′′(𝑡)} − 2𝑡𝑃𝑛(𝑡)𝑤
′(𝑡)

= (1 − 𝑡2){2𝑃𝑛
′(𝑡)𝑤′(𝑡) + 𝑃𝑛(𝑡)𝑤

′′(𝑡)} − 2𝑡𝑃𝑛(𝑡)𝑤
′(𝑡) = 0 

(B.68)   

となる。(B.68)式の両辺を(1-t2)w’(t)Pn(t)で割ると、 

 
𝑤′′(𝑡)

𝑤′(𝑡)
=
𝑑

𝑑𝑡
{ln𝑤′(𝑡)} =

2𝑡

1 − 𝑡2
− 2

𝑃𝑛
′(𝑡)

𝑃𝑛(𝑡)
=
𝑑

𝑑𝑡
{− ln(𝑡2 − 1) − 2 ln𝑃𝑛(𝑡)} = 0 (B.69)   

となる。(B.69)式を t=0から tまで積分すると、積分定数を Cとして 

 𝑤′(𝑡) =
𝐶

(𝑡2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑡)

 (B.70)   

となる。さらに(B.70)式を t=∞から tまで積分すると、 

 𝑤(𝑡) = 𝑤(∞)+ 𝐶∫
𝑑𝑠

(𝑠2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑠)

𝑡

∞

 (B.71)   

となる。ここで(B.64)式より Qn(∞)=0 であるので、w(∞)=0 とならなければならない。従

って 

 𝑄𝑛(𝑡) = 𝑃𝑛(𝑡)𝑤(𝑡) = 𝐶𝑃𝑛(𝑡)∫
𝑑𝑠

(𝑠2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑠)

𝑡

∞

 (B.72)   

が得られる。以下、積分定数 Cを定める。ルジャンドル多項式(B.17)および第二種ルジャン

ドル関数のべき級数表示式(B.64)式をそれぞれ陽に書き下すと、以下のようになる。 
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 𝑃𝑛(𝑡) =
(2𝑛)!

2𝑛(𝑛!)2
{𝑡𝑛 −

𝑛(𝑛 − 1)

2(2𝑛 − 1)
𝑡𝑛−2 +⋯} =

(2𝑛)!

2𝑛(𝑛!)2
𝑡𝑛 {1 + 𝑂 (

1

𝑡2
)} (B.73)   

 

𝑄𝑛(𝑡) =
2𝑛(𝑛!)2

(2𝑛 + 1)!

1

𝑡𝑛+1
{1 +

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

2(2𝑛 + 3)

1

𝑡2
+⋯}

=
2𝑛(𝑛!)2

(2𝑛 + 1)!

1

𝑡𝑛+1
{1 + 𝑂 (

1

𝑡2
)} 

(B.74)   

(B.73)式を(B.72)に適用すると、  

 

𝑄𝑛(𝑡) = 𝐶
2𝑛(𝑛!)2

(2𝑛)!

1

𝑡𝑛
{1 + 𝑂 (

1

𝑡2
)}∫

𝑑𝑠

𝑠2 (1 −
1
𝑠2
) 𝑠2𝑛 {1 + 𝑂 (

1
𝑠2
)}
2

𝑡

∞

= 𝐶
2𝑛(𝑛!)2

(2𝑛)!

1

𝑡𝑛
{1 + 𝑂 (

1

𝑡2
)}∫

{1 + 𝑂 (
1
𝑠2
)}
3

𝑑𝑠

𝑠2𝑛+2

𝑡

∞

= 𝐶
2𝑛(𝑛!)2

(2𝑛)!

1

𝑡𝑛
{1 + 𝑂 (

1

𝑡2
)}∫ {𝑠−2𝑛−2 + 𝑂(𝑠−2𝑛−4)}𝑑𝑠

𝑡

∞

= 𝐶
2𝑛(𝑛!)2

(2𝑛)!

1

𝑡𝑛
{1 + 𝑂 (

1

𝑡2
)} {−

1

2𝑛 + 1
𝑡−2𝑛−1 + 𝑂(𝑡−2𝑛−3)}

= −𝐶
2𝑛(𝑛!)2

(2𝑛 + 1)!

1

𝑡𝑛+1
{1 + 𝑂 (

1

𝑡2
)} 

(B.75)   

となる。(B.74)、(B.75)式を比較すると、C=-1となる。従って 

 𝑄𝑛(𝑡) = −𝑃𝑛(𝑡)∫
𝑑𝑠

(𝑠2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑠)

𝑡

∞

 (B.76)   

が得られる。 

 

B．６ Qnの積分表示式から得られる別表式の導出 

 

 前節で得られた Qnの積分表示式において、積分を陽に計算することで別の表式を得るこ

とが出来る。以下ではそのことを示す。なおこの節の導出の流れは寺沢(2005)を参考にして

いる。 

 Pnは n次の多項式であり、互いに異なる n個の零点を持つ17。そこで Pnの零点をそれぞ

れα1、α2、…、αnと表すと、(B.73)式より 

 𝑃𝑛(𝑡) =
(2𝑛)!

2𝑛(𝑛!)2
(𝑡 − 𝛼1)⋯ (𝑡 − 𝛼𝑛) (B.77)   

と表される。このとき(B.112)式の被積分関数は 

                                                 
17 Pnが互いに異なる n個の零点を持つことの導出については、寺沢(2005)の 10.7節に詳

細に記述されているので、そちらを参照されたい。 
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1

(𝑠2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑠)

= [
(2𝑛)!

2𝑛(𝑛!)2
]

2
1

(𝑠 − 1)(𝑠 + 1)(𝑠 − 𝛼1)
2⋯(𝑠 − 𝛼𝑛)

2 (B.78)   

と書ける。(B.78)式の右辺において部分分数分解を行うと、 

 
1

(𝑠2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑠)

=
𝐴

𝑠 − 1
+

𝐵

𝑠 + 1
+∑

𝐶𝑗

(𝑠 − 𝛼𝑗)
2

𝑛

𝑗=1

+∑
𝐷𝑗

𝑠 − 𝛼𝑗

𝑛

𝑗=1

 (B.79)   

と表される。但し A、B、Cj、Djは係数である。(B.79)式の両辺に s-1 を掛け、s=1 とする

と、{Pn(1)}2=1より A=1/2 となる。同様に(B.79)式の両辺に s+1を掛け、s=-1とすると、

{Pn(-1)}2=1 より B=-1/2 となる。さらに(B.79)式の両辺に(s-αk)2を掛け、s=αkとすると、 

 𝐶𝑘 = [
(𝑠 − 𝛼𝑘)

2

(𝑠2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑠)

]
𝑠=𝛼𝑘

 (B.80)   

と定まる。Djについては、具体的な表式を得るには少々工夫を要する。(B.79)式の両辺に(s-

αk)2を掛けると、 

 

(𝑠 − 𝛼𝑘)
2

(𝑠2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑠)

= 𝐶𝑘 + 𝐷𝑘(𝑠 − 𝛼𝑘)

+ (𝑠 − 𝛼𝑘)
2 {

𝐴

𝑠 − 1
+

𝐵

𝑠 + 1
+ ∑

𝐶𝑗

(𝑠 − 𝛼𝑗)
2

𝑛,𝑗≠𝑘

𝑗=1

+ ∑
𝐷𝑗

𝑠 − 𝛼𝑗

𝑛,𝑗≠𝑘

𝑗=1

} 

(B.81)   

となる。(B.81)の両辺を sで微分すると、 

 

𝑑

𝑑𝑠
{

(𝑠 − 𝛼𝑘)
2

(𝑠2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑠)

}

= 𝐷𝑘 +
𝑑

𝑑𝑠
[(𝑠 − 𝛼𝑘)

2 {
𝐴

𝑠 − 1
+

𝐵

𝑠 + 1
+ ∑

𝐶𝑗

(𝑠 − 𝛼𝑗)
2

𝑛,𝑗≠𝑘

𝑗=1

+ ∑
𝐷𝑗

𝑠 − 𝛼𝑗

𝑛,𝑗≠𝑘

𝑗=1

}] 

(B.82)   

となる。(B.82)式の右辺第 2 項は(s-αk)に比例するので、s=αkとするとゼロとなる。従っ

て 

 𝐷𝑘 = [
𝑑

𝑑𝑠
{

(𝑠 − 𝛼𝑘)
2

(𝑠2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑠)

}]
𝑠=𝛼𝑘

 (B.83)   

と定まる。ここで 

 𝑃𝑛(𝑠) = (𝑠 − 𝛼𝑘)𝜓𝑘(𝑠) (B.84)   

と置くと、 

 

𝐷𝑘 = −
2𝛼𝑘

(𝛼𝑘
2 − 1)2𝜓𝑘

2(𝛼𝑘)
−

2𝜓𝑘
′ (𝛼𝑘)

(𝛼𝑘
2 − 1)𝜓𝑘

3(𝛼𝑘)

=
2

(𝛼𝑘
2 − 1)2𝜓𝑘

3(𝛼𝑘)
{(1 − 𝛼𝑘)𝜓𝑘

′ (𝛼𝑘) − 𝛼𝑘𝜓𝑘(𝛼𝑘)} 

(B.85)   

となる。一方、(B.84)式をルジャンドル微分方程式(B.1)に代入すると、 
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(1 − 𝑡2){(𝑡 − 𝛼𝑘)𝜓𝑘

′′(𝑡) + 2𝜓𝑘
′ (𝑡)} − 2𝑡{(𝑡 − 𝛼𝑘)𝜓𝑘

′ (𝑡) + 𝜓𝑘(𝑡)}

+ 𝑛(𝑛 − 1)(𝑡 − 𝛼𝑘)𝜓𝑘(𝑡) = 0 
(B.86)   

となる。(B.86)式において t=αkと置くと、 

 (1 − 𝛼𝑘)𝜓𝑘
′ (𝛼𝑘) − 𝛼𝑘𝜓𝑘(𝛼𝑘) = 0 (B.87)   

となるので、(B.85)式より Dk=0が得られる。以上より 

 
1

(𝑠2 − 1)𝑃𝑛
2(𝑠)

=
1

2
(
1

𝑠 − 1
−

1

𝑠 + 1
) +∑

𝐶𝑗

(𝑠 − 𝛼𝑗)
2

𝑛

𝑗=1

 (B.88)   

となる。(B.88)式を(B.76)式に適用すると、 

 

𝑄𝑛(𝑡) = −𝑃𝑛(𝑡)∫ {
1

2
(
1

𝑠 − 1
−

1

𝑠 + 1
) +∑

𝐶𝑗

(𝑠 − 𝛼𝑗)
2

𝑛

𝑗=1

}𝑑𝑠
𝑡

∞

=
1

2
𝑃𝑛(𝑡) ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) + 𝑃𝑛(𝑡)∑

𝐶𝑗
𝑠 − 𝛼𝑗

𝑛

𝑗=1

 

(B.89)   

が得られる。 

 (B.89)式の右辺第 2 項は変形を行うことでルジャンドル多項式でのみ展開することが出

来る。以下では 

 𝑄𝑛(𝑡) =
1

2
𝑃𝑛(𝑡) ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) +𝑊𝑛−1(𝑡) (B.90)   

と置き、Wn-1の具体的表式を求める。(B.90)式より 

 
𝑑𝑄𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
=
1

2

𝑑𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) −

𝑃𝑛(𝑡)

𝑡2 − 1
+
𝑑𝑊𝑛−1(𝑡)

𝑑𝑡
 (B.91)   

 
𝑑2𝑄𝑛(𝑡)

𝑑𝑡2
=
1

2

𝑑2𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡2
ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) −

2

𝑡2 − 1

𝑑𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
+
2𝑡𝑃𝑛(𝑡)

(𝑡2 − 1)2
+
𝑑2𝑊𝑛−1(𝑡)

𝑑𝑡2
 (B.92)   

となる。(B.90)、(B.91)、(B.92)式をルジャンドル微分方程式(B.1)に代入すると、 

 

(1 − 𝑡2) {
1

2

𝑑2𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡2
ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) −

2

𝑡2 − 1

𝑑𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
+
2𝑡𝑃𝑛(𝑡)

(𝑡2 − 1)2
+
𝑑2𝑊𝑛−1(𝑡)

𝑑𝑡2
}

− 2𝑡 {
1

2

𝑑𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) −

𝑃𝑛(𝑡)

𝑡2 − 1
+
𝑑𝑊𝑛−1(𝑡)

𝑑𝑡
}

+ 𝑛(𝑛 + 1) {
1

2
𝑃𝑛(𝑡) ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) +𝑊𝑛−1(𝑡)}

=
1

2
ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
){(1 − 𝑡2)

𝑑2𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡2
− 2𝑡

𝑑𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑛(𝑛 + 1)𝑃𝑛(𝑡)} + 2

𝑑𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡

+ (1 − 𝑡2)
𝑑2𝑊𝑛−1(𝑡)

𝑑𝑡2
− 2𝑡

𝑑𝑊𝑛−1(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑛(𝑛 + 1)𝑊𝑛−1(𝑡)

= 2
𝑑𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
−
𝑑

𝑑𝑡
{(𝑡2 − 1)

𝑑𝑊𝑛−1(𝑡)

𝑑𝑡
} + 𝑛(𝑛 + 1)𝑊𝑛−1(𝑡) = 0 

(B.93)   
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となる。(B.44)式より、(B.93)式の左辺第 1項は Pn-1、Pn-3、Pn-5、…によって展開されるの

で、Wn-1が以下のようにルジャンドル多項式展開できると仮定する。 

 𝑊𝑛−1(𝑡) = 𝐴1𝑃𝑛−1(𝑡) + 𝐴3𝑃𝑛−3(𝑡) + 𝐴5𝑃𝑛−5(𝑡) + ⋯ = ∑ 𝐴2𝑚+1𝑃𝑛−2𝑚−1

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

 (B.94)   

(B.93)式に(B.44)、(B.94)式を代入すると、 

 

2 ∑ (2𝑛 − 4𝑚− 1)𝑃𝑛−2𝑚−1(𝑡)

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

−
𝑑

𝑑𝑡

{
 

 
(𝑡2 − 1) ∑ 𝐴2𝑚+1

𝑑𝑃𝑛−2𝑚−1
𝑑𝑡

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0
}
 

 

+ 𝑛(𝑛 + 1) ∑ 𝐴2𝑚+1𝑃𝑛−2𝑚−1

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

= 0 

(B.95)   

となる。(B.95)式の左辺第 2 項をルジャンドル多項式の漸化式(B.19)、(B.20)、(B.21)式を

用いて書き換えると、 

 

−
𝑑

𝑑𝑡

{
 

 
(𝑡2 − 1) ∑ 𝐴2𝑚+1

𝑑𝑃𝑛−2𝑚−1
𝑑𝑡

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0
}
 

 

= −
𝑑

𝑑𝑡

{
 

 

∑ 𝐴2𝑚+1[(𝑛 − 2𝑚− 1)𝑡𝑃𝑛−2𝑚−1 − (𝑛 − 2𝑚 − 1)𝑃𝑛−2𝑚−2]

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0
}
 

 

= − ∑ 𝐴2𝑚+1(𝑛 − 2𝑚 − 1) {𝑃𝑛−2𝑚−1 + 𝑡
𝑑𝑃𝑛−2𝑚−1

𝑑𝑡
−
𝑑𝑃𝑛−2𝑚−2

𝑑𝑡
}

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

= − ∑ 𝐴2𝑚+1(𝑛 − 2𝑚 − 1) {𝑃𝑛−2𝑚−1 +
𝑑𝑃𝑛−2𝑚
𝑑𝑡

− (𝑛 − 2𝑚)𝑃𝑛−2𝑚−1

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

−
𝑑𝑃𝑛−2𝑚−2

𝑑𝑡
}

= − ∑ 𝐴2𝑚+1(𝑛 − 2𝑚 − 1) {𝑃𝑛−2𝑚−1 +
𝑑𝑃𝑛−2𝑚
𝑑𝑡

− (𝑛 − 2𝑚)𝑃𝑛−2𝑚−1

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

−
𝑑𝑃𝑛−2𝑚−2

𝑑𝑡
}

= − ∑ 𝐴2𝑚+1(𝑛 − 2𝑚 − 1)(𝑛 − 2𝑚)

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

𝑃𝑛−2𝑚−1 

(B.96)   
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となる。(B.96)式を(B.95)式に適用すると、 

 

2 ∑ (2𝑛 − 4𝑚 − 1)𝑃𝑛−2𝑚−1

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

− ∑ 𝐴2𝑚+1(𝑛 − 2𝑚− 1)(𝑛 − 2𝑚)

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

𝑃𝑛−2𝑚−1

+ 𝑛(𝑛 + 1) ∑ 𝐴2𝑚+1𝑃𝑛−2𝑚−1

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

= 2 ∑ {(2𝑛 − 4𝑚 − 1) + (2𝑚 + 1)(𝑛 −𝑚)𝐴2𝑚+1}𝑃𝑛−2𝑚−1

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

= 0 

(B.97)   

となる。(B.97)式が任意の nについて成り立つ為には、 

 𝐴2𝑚+1 = −
2𝑛 − 4𝑚 − 1

(2𝑚 + 1)(𝑛 −𝑚)
 (B.98)   

でなければならない。(B.90)、(B.94)、(B.98)式より 

 𝑄𝑛(𝑡) =
1

2
𝑃𝑛(𝑡) ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) − ∑

2𝑛 − 4𝑚− 1

(2𝑚 + 1)(𝑛 −𝑚)
𝑃𝑛−2𝑚−1

𝑚≤
𝑛−1
2

𝑚=0

 (B.99)   

が得られる。 

 本節の終わりに、(B.99)式より(1.71)、(1.72)式を導出しておく。(B.99)式において n=0、

1の場合を考えると、 

 𝑄0(𝑡) =
1

2
𝑃0(𝑡) ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) =

1

2
ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) (B.100)   

 

𝑄2(𝑡) =
1

2
𝑃2(𝑡) ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) −

3

2
𝑃1(𝑡)

=
1

4
(3𝑡2 − 1) ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) −

3

2
𝑡 

(B.101)   

となる。ここで 

 𝑝 =
1

2
ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) (B.102)   

と置くと、 

 
𝑡 + 1

𝑡 − 1
= 𝑒2𝑝, 𝑡 =

𝑒2𝑝 + 1

𝑒2𝑝 − 1
=
𝑒𝑝 + 𝑒−𝑝

𝑒𝑝 − 𝑒−𝑝
= coth𝑝 , 𝑝 = coth−1 𝑡 (B.103)   

となるので、 
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1

2
ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) = coth−1 𝑡 (B.104)   

と書き換えられる。(B.104)式を(B.100)、(B.101)式に適用すると、 

 𝑄0(𝑡) = coth
−1 𝑡 (B.105)   

 𝑄2(𝑡) =
1

2
(3𝑡2 − 1) coth−1 𝑡 −

3

2
𝑡 (B.106)   

となる。ここで 

 cot 𝑖𝑡 =
cos 𝑖𝑡

sin 𝑖𝑡
=

1
2
(𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡)

1
2𝑖
(−𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡)

= 𝑖 coth 𝑡 (B.107)   

より 

 coth−1 𝑡 = −𝑖 cot−1 𝑖𝑡 = −𝑖 tan−1 (
1

𝑖𝑡
) (B.108)   

となるので、(B.105)、(B.106)式は 

 𝑄0(𝑡) = −𝑖 tan
−1 (

1

𝑖𝑡
) (B.109)   

 𝑄2(𝑡) = −𝑖
1

2
(3𝑡2 − 1) tan−1 (

1

𝑖𝑡
) −

3

2
𝑡 (B.110)   

となる。さらに t=iu/Eと置くと、 

 𝑄0 (𝑖
𝑢

𝐸
) = −𝑖 tan−1 (

𝐸

𝑢
) (B.111)   

 𝑄2(𝑡) =
𝑖

2
[(1 + 3

𝑢2

𝐸2
) tan−1 (

𝐸

𝑢
) − 3

𝑢

𝐸
] (B.112)   

となり、(1.71)、(1.72)式が導かれる。 

 

B．７ ルジャンドル陪関数の導出 

 

付録 Bでは、ここまでルジャンドル微分方程式においてm=0という特別の場合について

考えてきた。本節ではm≠0の場合について考える。(1.50)式において 

 𝑔(𝑡) = (1 − 𝑡2)𝛼ℎ(𝑡) (B.113)   

と置くと、 

 𝑔′(𝑡) = −2𝛼𝑡(1 − 𝑡2)𝛼−1ℎ(𝑡) + (1 − 𝑡2)𝛼ℎ′(𝑡) (B.114)   

 
𝑔′′(𝑡) = −2𝛼(1 − 𝑡2)𝛼−1ℎ(𝑡) + 4𝛼(𝛼 − 1)𝑡2(1 − 𝑡2)𝛼−2ℎ(𝑡)

− 4𝛼𝑡(1 − 𝑡2)𝛼−1ℎ′(𝑡) + (1 − 𝑡2)𝛼ℎ′′(𝑡) 
(B.115)   

となるので、 
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0 = (1 − 𝑡2)2{−2𝛼(1 − 𝑡2)𝛼−1ℎ(𝑡) + 4𝛼(𝛼 − 1)𝑡2(1 − 𝑡2)𝛼−2ℎ(𝑡)

− 4𝛼𝑡(1 − 𝑡2)𝛼−1ℎ′(𝑡) + (1 − 𝑡2)𝛼ℎ′′(𝑡)}

− 2𝑡{−2𝛼𝑡(1 − 𝑡2)𝛼−1ℎ(𝑡) + (1 − 𝑡2)𝛼ℎ′(𝑡)}

+ {𝑛(𝑛 + 1) −
𝑚2

1 − 𝑡2
} (1 − 𝑡2)𝛼ℎ(𝑡)

= (1 − 𝑡2)𝛼+1ℎ′′(𝑡) − 2(2𝛼 + 1)𝑡(1 − 𝑡2)𝛼ℎ′(𝑡)

+ {[−2𝛼 + 𝑛(𝑛 + 1)](1 − 𝑡2)𝛼 + [4𝛼2𝑡2 −𝑚2](1− 𝑡2)𝛼−1}ℎ(𝑡) 

(B.116)   

となる。ここでα=m/2と置くと、 

 (1 − 𝑡2)2ℎ′′(𝑡) − 2(𝑚 + 1)𝑡ℎ′(𝑡) + [𝑛(𝑛 + 1) −𝑚(𝑚 + 1)]ℎ(𝑡) = 0 (B.117)   

となる。一方、m=0の場合のルジャンドル微分方程式(B.1)式の両辺をm回微分すると、 

 

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
{(1 − 𝑡2)𝑔′′(𝑡)} − 2

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
{𝑡𝑔′(𝑡)} + 𝑛(𝑛 + 1)

𝑑𝑚𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚

= (1 − 𝑡2)
𝑑𝑚+2𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚+2
− 2𝑚𝑡

𝑑𝑚+1𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚+1
−𝑚(𝑚− 1)

𝑑𝑚𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚
− 2𝑡

𝑑𝑚+1𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚+1

− 2𝑚
𝑑𝑚𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚
𝑛(𝑛 + 1)

𝑑𝑚𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚

= (1 − 𝑡2)
𝑑𝑚+2𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚+2
− 2(𝑚 + 1)𝑡

𝑑𝑚+1𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚+1

+ [𝑛(𝑛 + 1) −𝑚(𝑚 + 1)]
𝑑𝑚𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚
= 0 

(B.118)   

となる。(B.118)式において 

 
𝑑𝑚𝑔(𝑡)

𝑑𝑡𝑚
= 𝐺(𝑡) (B.119)   

と置くと、 

 (1 − 𝑡2)
𝑑2𝐺(𝑡)

𝑑𝑡2
− 2(𝑚 + 1)𝑡

𝑑𝐺(𝑡)

𝑑𝑡
+ [𝑛(𝑛 + 1) −𝑚(𝑚 + 1)]𝐺(𝑡) = 0 (B.120)   

となる。(B.117)、(B.120)式を比較すると、h(t)と G(t)は同じ方程式を満たすことが分かる。

このことから、ルジャンドル微分方程式の 2つの特別解は 

 𝑃𝑛
𝑚(𝑡) ≡ (1 − 𝑡2)

𝑚
2
𝑑𝑚𝑃𝑛(𝑡)

𝑑𝑡𝑚
 (B.121)   

と 

 𝑄𝑛
𝑚(𝑡) ≡ (1 − 𝑡2)

𝑚
2
𝑑𝑚𝑄𝑛(𝑡)

𝑑𝑡𝑚
 (B.122)   

となる。(B.121)、(B.122)式はそれぞれ第 1種、第 2種ルジャンドル陪関数と呼ばれる。 

 

付録 C：(1.77)、(1.78)式の導出 
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 本節では(1.77)、(1.78)式の導出を行う。先ず 

 𝑓(𝑡) = tan−1 𝑥 (C.1)   

と置き、両辺を xで微分し、x=0の周りでテーラー展開すると、 

 𝑓′(𝑡) =
1

1 + 𝑥2
= 1− 𝑥2 + 𝑥4 −⋯ =∑(−1)𝑘𝑥2𝑘

∞

𝑘=0

 (C.2)   

となる。(C.2)式の両辺を xで積分すると、 

 𝑓(𝑡) = ∑
(−1)𝑘

2𝑘 + 1
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=0

 (C.3)   

となる。(C.3)式において t=E/uと置くと、(1.77)式が導かれる。次に 

 𝑔(𝑡) =
1

2
[(1 +

3

𝑥2
) tan−1 𝑥 −

3

𝑥
] (C.4)   

と置き、(C.1)、(C.3)式を適用すると、 

 

𝑔(𝑡) =
1

2
[(1 +

3

𝑥2
)∑

(−1)𝑘

2𝑘 + 1
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=0

−
3

𝑥
]

=
1

2
[∑

(−1)𝑘

2𝑘 + 1
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=0

+ 3∑
(−1)𝑘

2𝑘 + 1
𝑥2𝑘−1

∞

𝑘=0

−
3

𝑥
]

=
1

2
[∑

(−1)𝑘

2𝑘 + 1
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=0

+
3

𝑥
+ 3∑

(−1)𝑘

2𝑘 + 1
𝑥2𝑘−1

∞

𝑘=1

−
3

𝑥
]

=
1

2
[∑

(−1)𝑘

2𝑘 + 1
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=0

+ 3∑
(−1)𝑘

2𝑘 + 1
𝑥2𝑘−1

∞

𝑘=1

]

=
1

2
[∑

(−1)𝑘

2𝑘 + 1
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=0

− 3∑
(−1)𝑘

2𝑘 + 3
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=0

]

=
1

2
∑

(−1)𝑘{2𝑘 + 3 − 3(2𝑘 + 1)}

(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 3)
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=0

= −∑
(−1)𝑘2𝑘

(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 3)
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=0

= −∑
(−1)𝑘2𝑘

(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 3)
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=1

 

(C.5)   

となる。(C.5)式において t=E/uと置くと、(1.78)式が導かれる。 

 

付録 D：(1.97)式の導出 

 

 本節では(1.97)式を導出する。地心直交座標系(x,y,z)を考える。自転軸を z 軸とし、回転

楕円体上のとある点 Pの y座標がゼロとなるように x軸、y軸をとる(図 2)。点 Pの座標を

(x1,0,z1)とすると、 
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 tan𝛽 =
√𝑎2 − 𝑥1

2

𝑥1
 (D.1)   

となる。また回転楕円体の xz平面における断面は長半径 a、短半径 bの楕円となるので、 

 
𝑥1
2

𝑎2
+
𝑧1
2

𝑏2
= 1 (D.2)   

となる。(D.2)式より点 Pにおける楕円の接線の傾きは 

 
d𝑧1
d𝑥1

= −
𝑏2

𝑎2
𝑥1
𝑧1

 (D.3)   

となる。点 Pにおける楕円の法線の傾きtan𝜙と接線の傾きの積は－1となることから、 

 tan𝜙 = −(
d𝑧1
d𝑥1

)
−1

=
𝑎2

𝑏2
𝑧1
𝑥1

 (D.4)   

となる。回転楕円体はまた長半径 a の球を z 軸方向に b/a 倍に縮小したものであることに

着目すると、 

 
√𝑎2 − 𝑥1

2

𝑧1
=
𝑎

𝑏
 (D.5)   

なる関係が成り立つ。(D.1)、(D.3)、(D.5)式より 

 tan𝜙 =
𝑎

𝑏
tan𝛽 (D.6)   

となり、(1.97)式が導かれる。 

 

 

図２：更成緯度βと測地緯度φの幾何学的関係。 
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付録 E：(2.16)、(2.17)、(2.18)式の導出 

 

本節では(2.16)、(2.17)、(2.18)式の導出を行う。なお導出に当たっては Heiskanen and 

Moritz(1967)および小牧(2014)を参照した。 

先ず(2.16)式を導く。地上(h=0)のとある等ポテンシャル面W=W0上の点 Pに着目し、点

P を原点とし、等ポテンシャル面と直交する方向に z 軸、等ポテンシャル面の接平面上に

xy平面をとる。ここでは子午線の方向に x軸、卯酉線の方向に y軸をとることにする。こ

のとき一般化されたポアソン方程式(1.14)を書き下すと、 

 
𝜕2W

𝜕𝑥2
+
𝜕2W

𝜕𝑦2
+
𝜕2W

𝜕𝑧2
= 2𝜔2 (E.1)   

但し地上の等ポテンシャル面を考えているので、ρ=0 としたことに留意されたい。一方、

zが x、yの関数であるとみなし、W(x,y,z)=W0の両辺を xで偏微分すると、 

 
𝜕𝑊

𝜕𝑥
+
𝜕𝑊

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 0 (E.2)   

となる。さらに(E.2)式の両辺を xで微分すると、 

 

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑊

𝜕𝑥
+
𝜕𝑊

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝑊

𝜕𝑥
+
𝜕𝑊

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
)

=
𝜕2W

𝜕𝑥2
+
𝜕2W

𝜕𝑥𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+
𝜕𝑊

𝜕𝑧

𝜕2z

𝜕𝑥2
+
𝜕2W

𝜕𝑥𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+
𝜕2W

𝜕𝑧2
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)
2

= 0 

(E.3)   

となる。点 Pにおいて、x軸は等ポテンシャル面の接線となっているので、dz/dx=0となる。

また点 Pにおいて、z軸は等ポテンシャル面と直交しているので、従って点 Pにおいて、 

 
𝜕𝑊

𝜕𝑧
|
ℎ=0

=
𝜕𝑊

𝜕ℎ
= −𝛾 (E.4)   

となる。従って点 Pにおいて(E.3)式は 

 
𝜕2W

𝜕𝑥2
|
ℎ=0

= 𝛾
𝜕2z

𝜕𝑥2
|
ℎ=0

 (E.5)   

となる。ここで点 Pでの子午線の曲率半径をMとすると、 

 
𝑑2𝑧

𝑑𝑥2
|
ℎ=0

=
1

𝑀
 (E.6)   

が成り立つので、 

 
𝜕2W

𝜕𝑥2
|
ℎ=0

=
𝛾

𝑀
 (E.7)   

となる。また同様に W(x,y,z)=W0の両辺を yで偏微分し、点 P での卯酉線の曲率半径を N

とすると、 

 
𝜕2W

𝜕𝑦2
|
ℎ=0

=
𝛾

𝑁
 (E.8)   
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となる。(E.4)、(E.7)、(E.8)式を(E.1)式に適用すると、 

 
𝜕𝛾

𝜕ℎ
|
ℎ=0

= −𝛾 (
1

𝑀
+
1

𝑁
) − 2𝜔2 (E.9)   

となり、(2.16)式が導かれる。 

 次に(2.17)式を導く。付録 D と同様、地心直交座標系(x,y,z)を考え、自転軸を z 軸とし、

回転楕円体上のとある点 Pの y座標がゼロとなるように x軸、y軸をとる(図 2を参照され

たい)。点 P の座標を(x1,0,z1)とし、これらを測地緯度φと第二離心率 e’で表すことを考え

る。点 Pにおける楕円体の法線と x軸、y軸との交点をそれぞれ Q、Rとする。このとき 

 𝑥1 = 𝑃𝑅 cos𝜙 (E.10)   

 𝑧1 = 𝑃𝑄 sin𝜙 (E.11)   

と表される。点 P における楕円の接線の傾きは(D.3)式で表されるので、この式に(E.10)、

(E.11)式を適用すると、 

 
𝑑𝑧1
𝑑𝑥1

= −
𝑏2

𝑎2
𝑥1
𝑧1
= −

𝑏2𝑃𝑅

𝑎2𝑃𝑄

cos𝜙

sin𝜙
 (E.12)   

となる。一方、幾何学的な考察により点 Pにおける楕円体の接線の傾きは-cosφ/sinφとも

表されるので、(E.12)式より 

 𝑃𝑅 =
𝑎2

𝑏2
𝑃𝑄 (E.13)   

となる。(E.10)、(E.11)、(E.13)式を楕円の式(D.2)に代入すると、 

 

𝑃𝑅2 cos2𝜙

𝑎2
+
𝑃𝑄2 sin2𝜙

𝑏2

=
𝑎2𝑃𝑄2 cos2𝜙

𝑏4
+
𝑃𝑄2 sin2𝜙

𝑏2

=
𝑃𝑄2

𝑏2
(
𝑎2

𝑏2
cos2𝜙 + sin2𝜙)

=
𝑃𝑄2

𝑏2
{1 + (

𝑎2

𝑏2
− 1) cos2𝜙}

=
𝑃𝑄2

𝑏2
(1 + 𝑒′2 cos2𝜙)

= 1 

(E.14)   

となる。(E.14)式を PQについて解くと、 

 
𝑃𝑄 =

𝑏

√1 + 𝑒′2 cos2𝜙

 
(E.15)   

となる。(E.10)、(E.11)式に(E.13)、(E.15)式を適用すると、 
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𝑥1 =

𝑎2 cos𝜙

𝑏√1 + 𝑒′2 cos2𝜙

 
(E.16)   

 
𝑧1 =

𝑏 sin𝜙

√1+ 𝑒′2 cos2𝜙

 
(E.17)   

が得られる。ここで点 Pにおける子午線の曲率 Kmについて考える。子午線の弧長を s、点

Pの位置ベクトルを x、点 Pにおける子午線に対する単位接線ベクトル、単位法線ベクトル

をそれぞれ x’、nとする。このとき Km=dx’/ds・nと表される。いま 

 x' = (sin𝜙 , − cos𝜙) (E.18)   

 𝒏 = (cos𝜙 , sin𝜙) (E.19)   

と表されるので、 

 
𝑑x'

𝑑𝑠
=
𝑑x'

𝑑𝜙

𝑑𝜙

𝑑𝑠
= (cos𝜙 , sin𝜙)

𝑑𝜙

𝑑𝑠
= 𝒏

𝑑𝜙

𝑑𝑠
 (E.20)   

となる。ここで 

 
𝑑𝑠

𝑑𝜙
= |

𝑑x

𝑑𝜙
| = {(

𝑑𝑥1
𝑑𝜙

)
2

+ (
𝑑𝑧1
𝑑𝜙

)
2

}

1/2

 (E.21)   

であり、 

 
𝑑𝑥1
𝑑𝜙

=
𝑑

𝑑𝜙

{
 

 
𝑎2 cos𝜙

𝑏√1+ 𝑒′2 cos2𝜙
}
 

 

= −
𝑎2 sin𝜙

𝑏(1 + 𝑒′2 cos2𝜙)
3/2

 (E.22)   

 
𝑑𝑧1
𝑑𝜙

=
𝑑

𝑑𝜙

{
 

 
𝑏 sin𝜙

√1+ 𝑒′2 cos2𝜙
}
 

 

=
𝑎2 cos𝜙

𝑏(1 + 𝑒′2 cos2𝜙)
3/2

 (E.23)   

となるので、 

 
𝑑𝜙

𝑑𝑠
= (

𝑑𝑠

𝑑𝜙
)
−1

{(
𝑑𝑥1
𝑑𝜙

)
2

+ (
𝑑𝑧1
𝑑𝜙

)
2

}

−1/2

=
𝑏(1 + 𝑒′2 cos2𝜙)

3/2

𝑎2
 (E.24)   

となる。(E.20)、(E.24)式より 

 𝐾𝑚 = 𝒏
𝑑𝜙

𝑑𝑠
∙ 𝒏 =

𝑏(1 + 𝑒′2 cos2𝜙)
3/2

𝑎2
 (E.25)   

となる。曲率半径は曲率の逆数で与えられるので、 

 𝑀 =
1

𝐾𝑚
=

𝑎2

𝑏(1 + 𝑒′2 cos2𝜙)
3/2

 (E.26)   

となり、(2.17)式が得られる。 

 最後に(2.18)式を導く。点 Pを通る卯酉線と、点 Pで接し、自転軸に垂直な平面と回転楕

円体面が交わることで作られる円(平行圏)を考える。卯酉線、平行圏の曲率をそれぞれ Kn、
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Kとする。このとき両者の間に成り立つ関係式(ムーニエの定理と呼ばれる)を求める。弧長

を s、卯酉線を x(s)、平行圏を xc(s)で表すものとする。また点 Pにおいて、卯酉線に対する

単位接線ベクトル、単位法線ベクトルをそれぞれ x’、n、平行圏に対する単位接線ベクトル

を xc’とする。このとき 

 

 

𝐾𝑛

=
𝑑x'

𝑑𝑠
∙ 𝒏 =

𝑑

𝑑𝑠
(x' ∙ 𝒏) − x' ∙

𝑑𝒏

𝑑𝑠
= −xc

' ∙
𝑑𝒏

𝑑𝑠
=
𝑑

𝑑𝑠
(xc
' ∙ 𝒏) − −xc

' ∙
𝑑𝒏

𝑑𝑠
=
𝑑xc

'

𝑑𝑠
∙ 𝒏 

(E.27)   

となる。ここで 

 𝐾 = |
𝑑xc

'

𝑑𝑠
| (E.28)   

となることに注意すると、 

 𝐾𝑛 = |
𝑑xc

'

𝑑𝑠
| |𝒏| cos 𝜃 = 𝐾 cos 𝜃 (E.29)   

となる。いま平行圏は円であり、その半径は幾何学的な考察により PQcosθであることが

分かる。従って平行圏の曲率は半径の逆数 1/(PQcosθ)となる。このことから 

 
𝐾𝑛 =

1

𝑃𝑄
=
𝑏√1+ 𝑒′2 cos2𝜙

𝑎2
 

(E.30)   

 
𝑁 =

1

𝐾𝑛
=
𝑎2√1+ 𝑒′2 cos2𝜙

𝑏
 

(E.31)   

となり、(2.18)式が導かれる。 
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