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近似

序

この文書は 2008年 4月から行なわれた学生主体の自主ゼミ,物理数学ゼミにおいて,山下
達也が担当した「近似」に関する内容をまとめ,電子文書化したものである. ゼミの性格
上,この文書には多くの誤りが含まれていると考えられる (特に第 4節の Global Pad́e近似
の話は相当胡散臭い). 従ってこの文書を読むに際しては,性悪説の立場に立って読み進め
られることを強くお薦めする. また比較的単純な式変形の過程の詳細を省略していること
があるので,各自行間を補いながら読み進められたい.

1 Taylor 展開による近似

1.1 Taylorの定理

先ずは Taylorの定理を復習する.寺沢 (1931)ではこの定理について「微分学において最も
重要な定理であって,もしこの定理なかりせば微分学の活用範囲は実に哀れなものであろ
う」と評している.

Taylorの定理

関数 f(x)が区間 [a, b]において n回連続微分可能ならば, [a, b]において

f(x) =
n−1∑

r=0

f (n)(a)
r!

(x − a)r + Rn (1.1)

となる.但し Rn は剰余項と呼ばれ,

Rn(x) =
1

(n − 1)!

∫ x

a
(x − t)n−1f (n)(t)dt (1.2)

である1).

特に n → ∞のときに Rn → 0となる場合,

f(x) =
∞∑

r=0

(x − a)r

r!
f (r)(a) (1.3)

となる. (1.3)を f(x)の x = a近傍での Taylor級数と呼ぶ. また a = 0の場合, Maclaurin

級数と呼ぶ.

1)(1.2)の証明については付録 A を参照されたい.
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1.2 収束半径

べき級数
∑∞

r=0 arx
r が |x| < Rで収束し, |x| > Rで発散するとき, Rを収束半径と言う.

収束半径は次のいずれかの方法によって求められる2).

lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ =
1
R

, (1.4)

lim
n→∞

(|an|)1/n =
1
R

. (1.5)

収束半径内では f(x)に関して項別微分,項別積分することが可能である.

1.3 Taylor展開の数学的応用例

ここでは Taylor展開の数学的応用例を 3つ挙げる.

(a)近似値の計算

f(x) = ex の x = 0近傍での Taylor展開を利用して Napier数 e = 2.8182818284 · · · の近
似値を求めることができる. Taylor展開

ex =
∞∑

x=0

xr

r!
(1.6)

を i次の項で打ち切ることによって得られる第 i近似値を fi とすると,

f0 ' 1.0,

f1 ' 2.0,

f2 ' 2.5,

f3 ' 2.6667,

f4 ' 2.7083,

f5 ' 2.7167,

f6 ' 2.7181,

f7 ' 2.7182, · · · (1.7)

のようになる.

(b)項別積分を用いた積分計算

例えば積分

I =
∫ ∞

0
e−x2

cos xdx (1.8)

2)(1.4), (1.5)の導出方法や,各々の式はどのような場合についてうまくいくのかについては良く分からない
ので,要調査である.
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について考える.この積分は複素積分を用いれば容易に求まるが,ここでは敢えて項別積分
による解法を試みてみる. cos xのMaclaurin級数は

cos x =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k (1.9)

となる. (1.9)を (1.8)に代入すると,

I =
∞∑

k=0

1
(2k)!

∫ ∞

0
e−x2

x2kdx (1.10)

となる.いま Gauss積分 ∫ ∞

0
e−x2

dx =
√

π

2
(1.11)

が既知であるとしよう.このとき部分積分により
∫ ∞

0
e−x2

x2ndx =
(2n)!
4nn!

√
π

2
(1.12)

が得られる. (1.12)を (1.10)に代入すると,

I =
√

π

2

∞∑

k=0

1
k!

(
−1

4

)k

(1.13)

となる. (1.6)で x = −1/4を代入すると,

e−1/4 =
∞∑

k=0

1
k!

(
−1

4

)k

(1.14)

となるので,

I =
√

πe−1/4

2
(1.15)

が得られる.

(c) Taylor展開による関数の振舞いの理解

例えば誤差関数

f(x) = erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−y2

dy (1.16)

のおおよその振舞いを調べたいとしよう. 我々は積分形よりも冪の扱いに慣れているであ
ろうから, Taylor展開で記述すれば関数の振舞いをより良く知ることが出来るようになる
わけである. f(x)の Taylor展開は

f(x) =
2√
π

∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)k!
x2k+1 (1.17)
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で与えられる.第 n次の冪で打ち切ることによって得られる第 n近似を fn(x)と表すと,

f1(x) =
2√
π

x,

f3(x) =
2√
π

(
x − x3

3

)
,

f5(x) =
2√
π

(
x − x3

3
+

x5

10

)
,

f7(x) =
2√
π

(
x − x3

3
+

x5

10
− x7

42

)
,

f9(x) =
2√
π

(
x − x3

3
+

x5

10
− x7

42
+

x9

216

)
,

· · · (1.18)

となる. x = 0からより離れた場所での振舞いを知りたければ,より高次の項で打ち切って
やると良い.

1.4 Taylor展開の物理的応用例

この小節では Taylor展開の物理的応用の一例として,振り子の単振動を取り扱う.

伸縮しない長さ Lの紐に結びつけられた質量mの質点が天井から吊されているとする.時
刻 tにおいて紐が鉛直方向となす角を θ(t)とする. 初期時刻 t = 0において,質点を角度
θ0 の状態から静かに手放すとき,質点がどのように運動するのかを考える. このとき質点
の運動方程式は

d2θ

dt2
= −g sin θ

L
(1.19)

となる.但し gは重力加速度である.また初期条件は




θ(t = 0) = θ0,

dθ
dt

∣∣∣
t=0

= 0
(1.20)

と表される.紙と鉛筆のみで方程式 (1.19)を厳密に解くのは困難である.そこで |θ| ¿ 1の
場合について考え, sin θを Taylor展開で近似することを考える.

(a) sin θを 1次近似する場合

この場合
sin θ ' θ (1.21)

となるので,方程式は
d2θ

dt2
+

gθ

L
= 0 (1.22)

となる. (1.22)の一般解は

θ(t) = A sin
(√

g

L
t

)
+ B cos

(√
g

L
t

)
(1.23)
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となる.但し A, B は任意定数である.ここで初期条件 (1.20)を適用すると,

A = 0, B = θ0 (1.24)

となり,

θ(t) = θ0 cos
(√

g

L
t

)
(1.25)

が得られる.この振り子の振幅は θ0,周期は 2π
√

L/gである.

(b) sin θを 3次近似する場合

この場合

sin θ ' θ − θ3

6
(1.26)

となるので,方程式は
d2θ

dt2
+

g

L

(
θ − θ3

6

)
= 0 (1.27)

となる. (1.27)の両辺に dθ/dtを掛けると,

d

dt

[
1
2

(
dθ

dt

)2
]

=
g

L

[
− d

dt

(
1
2
θ2

)
+

d

dt

(
1
24

θ4

)]
(1.28)

となる. (1.28)の両辺を時刻 t = 0から時刻 tまで積分すると,

(
dθ

dt

)2

=
g

12L
(θ4 − 12θ2 + 12θ2

0 − θ4
0) (1.29)

となる.ここで
a1 + a2 = 12, a1a2 = 12θ2

0 − θ4
0, a1 ≤ a2 (1.30)

とすると, (1.29)は (
dθ

dt

)2

=
g

12L

(
θ2 − a1

) (
θ2 − a2

)
(1.31)

と書き換えられる.更に

θ =
√

a1φ, k2 =
a1

a2
, t =

√
12L

ga2
τ (1.32)

と置くと, (1.31)は (
dφ

dt

)2

= (1 − φ2)(1 − k2φ2) (1.33)

となる.質点を手放した直後は dθ/dt < 0であるから,

dτ

dφ
= − 1√

(1 − φ2)(1 − k2φ2)
(1.34)
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となる.時刻 t = 0(τ = 0)から時刻 tまで (1.34)を積分すると,

τ = −
∫ φ

φ0

dφ′
√

(1 − φ′2)(1 − k2φ′2)
(1.35)

となる.但し φ0 = θ0/
√

a1 である.更に φ = 0となるときの τ の値を τ1 とすると,

τ1 = −
∫ 0

φ0

dφ′
√

(1 − φ′2)(1 − k2φ′2)
(1.36)

となり,

τ1 − τ =
∫ φ

0

dφ′
√

(1 − φ′2)(1 − k2φ′2)
= sn−1φ,

すなわち
φ = sn(τ1 − τ, k) (1.37)

となる.但し snは楕円関数である. (1.30)において |θ0| ¿ 1を考慮すると

a1 = θ2
0, a2 = 12 − θ2

0 (1.38)

となる.従って

t1 =

√
12L

ga2
τ1 (1.39)

とすると,

θ(t) = θ0sn

[
−

√
g

L

(
1 − θ2

0

12

)
(t − t1), k

]
(1.40)

が得られる.この振り子の振幅は θ0,周期は 4t1 である.

以上より振り子の運動は 1次近似の枠組では三角関数で記述され, 3次近似の枠組では楕
円関数で記述されることが分かる.

2 漸近展開による近似

2.1 漸近冪級数

以下,守口他 (1987)の漸近冪級数の定義を引用する.

数列 {an}に対して関数 f(x)が

f(x) = a0 +
a1

x
+

a2

x2
+ · · · + an

xn
+

εn(x)
xn

(n = 1, 2, · · · ) (2.1)

と表され,また級数
∑∞

n=0 an/xn は発散するが, nを固定すると

lim
x→∞

εn(x) = 0 (2.2)
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となるとき,級数
∑∞

n=0 an/xn を漸近冪級数と言い

f(x) ∼
∞∑

n=0

an

xn
(x → ∞) (2.3)

と表す.

漸近冪級数の係数は以下の極限操作により,低次のものから順次定められる.

an = lim
|x|→∞

xn

[
f(x) −

n−1∑

k=0

ak

xk

]
. (2.4)

関数 f(x)の変数 xが十分大きいとき,漸近冪級数を有限個の項までで打ち切ったものは良
い近似を与える.

また後程現れるが,漸近級数は冪級数のみとは限らず,初等関数と冪級数の積の形で与えら
れることもある.

2.2 漸近冪級数の例

漸近冪級数の例を 3つ挙げよう.先ず

f(x) =
∫ ∞

0

e−xt

1 + t2
dt (x > 0) (2.5)

なる関数について考える. (2.5)の漸近冪級数の各係数 an は部分積分を n回実施すること
によって求まる.その結果

f(x) ∼ 1
x
− 2!

x3
+

4!
x5

+ O(x−7) (2.6)

が得られる.

次に
g(x) =

√
x2 + 2px + q − (x + p) (2.7)

なる関数について考える (但し p, q は定数). 各係数は分子の有理化を適用することによっ
て求まる.その結果

g(x) ∼ 1
2
(q − p2)

1
x
− q

2
(q − p2)

1
x2

+ O(x−3) (2.8)

が得られる.

更に

h(x) =
1

e1/x + 1
(2.9)

なる関数について考える. 各係数はロピタルの定理を適用することによって求まる. その
結果

h(x) ∼ 1
2
− 1

4x
+

1
48x3

+ O(x−4) (2.10)
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が得られる.

以下, (e
1
x + 1)−1の漸近展開を第二項,第三項で打ち切った場合に得られる近似の具体的数

値を示す. 第二項まで打ち切った場合の近似であっても x > 1でかなり良い近似となって
いることが分かる. x < 1では漸近展開は近似としてはほとんど用を為さないことが見て
とれる.

x 0 0.5 1.0 2.0 5.0 10.0 ∞
(e

1
x + 1)−1 0 0.119203 0.268941 0.377541 0.450166 0.475021 0.500000
1
2 − 1

4x −∞ 0 0.250000 0.375000 0.450000 0.475000 0.500000
1
2 − 1

4x + 1
48x3 ∞ 0.166667 0.270833 0.377604 0.450167 0.475021 0.500000

2.3 積分形で記述される関数の漸近級数

積分形で記述される関数のうち,ある種のものについては以下の方法により漸近級数を求
めることが出来る.

1. 被積分関数の一部を Taylor展開し,項別積分を実行する.

2. 停留位相法 (stationary phase method)を適用する.

1.項別積分を用いる方法

以下の形式の関数については Taylor展開および項別積分を用いることにより漸近級数を
求めることが出来る.

f(x) =
∫ ∞

0
e−ug(u)du, (2.11)

(2.11)において g(u),を Taylor展開し,各項について積分公式
∫ ∞

0
tne−atdt =

n!
an+1

. (2.12)

を適用するというのがこの手法における基本的な作戦となる.

この手法に関して, 2つ事例を挙げよう.先ず 1つめの事例として

f(x) = erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−s2

ds (2.13)

について考える3).先ず erf(∞) = 1であることに着目すると,

1 − erf(x) =
2√
π

∫ ∞

0
e−s2

ds − 2√
π

∫ x

0
e−s2

ds =
2√
π

∫ ∞

x
e−s2

ds (2.14)

3)erf(x)の漸近展開の導出については,以下の文献を大いに参考にさせて頂いた.
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/ serge/asymptoticseries.pdf
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となる.ここで
s = x

√
1 + t (2.15)

なる変数変換を行なうと,

∫ ∞

x
e−s2

ds =
x

2

∫ ∞

0

e−x2t

√
1 + t

dt (2.16)

となる.関数 1/
√

1 + tの Taylor展開は

1√
1 + t

= 1 − 1
2
t +

3
8
t2 + · · · =

∞∑

n=0

(−1)n(2n)!
4n(n!)2

tn (2.17)

となるので
∫ ∞

x
e−s2

ds =
x

2

∫ ∞

0
e−x2t

∞∑

n=0

(−1)n(2n)!
4n(n!)2

tndt

=
x

2

∞∑

n=0

(−1)n(2n)!
4n(n!)2

∫ ∞

0
e−x2ttndt (2.18)

となる. (2.12)を (2.18)に適用すると

∫ ∞

x
e−s2

ds =
1
2

∞∑

n=0

(−1)n(2n)!
4nn!

1
x2n+1

(2.19)

となる.従って (2.13), (2.19)より

erf(x) = 1 − e−x2

√
π

∞∑

n=0

(−1)n(2n)!
4nn!

1
x2n+1

(2.20)

が得られる. 誤差関数 erf(x)のように漸近級数が冪だけで書けないものも存在する. 冪だ
けで漸近級数が記述されない例としては Bessel関数などの特殊関数が挙げられる.

もう 1つの例として 2.2節で考えた (2.5)の漸近級数を項別積分により求める方法で求め
てみよう.関数 (1 + t2)−1 の Taylor展開は

1
1 + t2

= 1 − t2 + t4 − · · · =
∞∑

n=0

(−1)nt2n (2.21)

となるので ∫ ∞

0

e−xt

1 + t2
dt =

∞∑

n=0

(−1)n

∫ ∞

0
e−xtt2ndt (x > 0) (2.22)

と書き換えられる.ここで (2.12)を適用すれば

∫ ∞

0

e−xt

1 + t2
dt =

∞∑

n=0

(−1)n(2n)!
x2n+1

(2.23)

が得られる.
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2.停留位相法を用いる方法

g(k)を k とともに激しく変化しない実関数, φ(x, k)を k とともに緩やかに変化しない実
関数とする.このとき

f(x) =
∫ ∞

−∞
g(k)eiφ(x,k)dk (2.24)

という形の関数については,停留位相法を用いて漸近展開を得ることが出来ることが多い.

以下,停留位相法の基本的概念について大雑把に述べる. (2.24)の被積分関数を k の関数
として見たとき, g(k)は被積分関数の包絡線となっており, eiφ(x,k) は振動部分となってい
る. φ(x, k) が k とともに緩やかに変化しない関数である場合, eiφ(x,k) そして g(k)eiφ(x,k)

は ∂φ/∂k = 0を満たす点の近傍を除いて激しく振動する. g(k)が緩やかに変化する関数
であるとき, g(k)eiφ(x,k) の振動の隣り合う山と谷の高さ (深さ)はほぼ等しい. 従って激し
い振動領域では, g(k)eiφ(x,k) の積分寄与が隣り合う山と谷によって打ち消されてほぼゼロ
となる.その結果, (2.24)は ∂φ/∂k = 0を満たす点の近傍での積分によって近似できる.す
なわち ∂φ/∂k = 0を満たす kの値を k∗,微小な正の実数を εとすると,

f(x) '
∫ k∗+ε

k∗−ε
g(k)eiφ(x,k)dk (2.25)

となる. φの k = k∗ での 2次の Taylor展開を用いると, k∗ が実数である場合,

f(x) '
∫ k∗+ε

k∗−ε
g(k) exp

{
i

[
φ(k∗) +

∂φ

∂k

∣∣∣∣∣
k=k∗

(k − k∗) +
1
2

∂2φ

∂k2

∣∣∣∣∣
k=k∗

(k − k∗)2
]

5 5

}
dk

'
∫ k∗+ε

k∗−ε
g(k∗) exp

{
i

[
φ(k∗) +

1
2

∂2φ

∂k2

∣∣∣∣∣
k=k∗

(k − k∗)2
]}

dk

' g(k∗) exp[iφ(k∗)]
∫ ∞

−∞
exp

{
i

2
∂2φ

∂k2

∣∣∣∣∣
k=k∗

(k − k∗)2
}

dk (2.26)

となる. (2.26)は Gauss積分に帰着することができる場合には, f(x)の漸近展開を得るこ
とができる.

停留位相法を用いる事例として Airy 関数

f(x) = Ai(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
exp

[
ix

(
k +

k3

3x

)]
dk (2.27)

の漸近展開を求めてみる4). 但し今は x > 0の場合についてのみ考えることとする. Ai(x)
は (2.24)において g(k) = 1, φ(x, k) = x(ζ + ζ3/(3x))と置いた場合に相当する.従って

∂φ

∂k
= x

(
1 +

k2

x

)
,

∂2φ

∂k2
= 2k (2.28)

となる.よって積分寄与の中心となる点は k∗ = ±
√

xiとなるから, (2.27), (2.28)より

f(x) ' 1
2π

exp
(
∓2

3
x3/2

)∫ ∓
√

x+∞

∓
√

x−∞
exp[∓

√
x(k ∓

√
xi)2]dk (2.29)

4)物理学的には, Airy 関数は虹の光学理論の研究で Airy 自身によって初めて用いられたらしい.
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となる.ここで k ∓
√

xi = pなる変数変換を行なうと,

f(x) ' 1
2π

exp
(
∓2

3
x3/2

) ∫ ∞

−∞
exp[∓

√
xp2]dp (2.30)

となる. k = −
√

xiで φを展開する場合, (2.30)の右辺の積分は発散してしまうので,こち
らの場合は棄却する.従って k =

√
xiで φを展開すると,

f(x) ' 1
2π

exp
(
−2

3
x3/2

) ∫ ∞

−∞
exp[−

√
xp2]dp

=
1

2
√

π
x−1/4 exp

(
−2

3
x3/2

)
(x > 0) (2.31)

が得られる.

上記の計算では漸近展開の第一項までしか求めることが出来ない.しかし鞍部点法 (saddle

point method)を適用し複素積分を実行すると, Ai(x)の漸近級数を求めることが出来,

Ai(x) ∼ 1
2
√

π
x−1/4 exp

(
−2

3
x3/2

) ∞∑

n=0

(−1)nCn

(
2
3
x3/2

)−n

(x > 0) (2.32)

となる.但し

Cn =
Γ(3n + 1/2)

54nn!Γ(n + 1/2)
(2.33)

である5).

積分形で記述される関数の漸近展開の物理学への応用例としては,山岳波 (mountain wave)

の山から十分離れた所での振舞いを調べることなどに用いられる (例えば Smith (1979)な
どを参照).

3 Pad́e近似

3.1 Pad́e近似の特徴

Pad́e近似(Pad́e approximation)とは有理関数 (rational function)で或る関数を近似すること,

又は近似したもののことを言う. Pad̀e近似の特徴として,以下の 2点が挙げられる.

• 或る関数 f(x)の Pad́e近似を求める為には, f(x)の Taylor展開を予め求めておく必
要がある.

• Taylor展開による近似の場合,展開の中心点の近傍でしか有効でないが,一般に Pad́e

近似はより広い区間で有効である.

5)(2.32), (2.33)の導出については付録 Bを参照されたい.
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3.2 Pad́e近似の定義

L, M を正の整数とする.有理関数

[L,M ](x) =
p0 + p1x + · · · + pLxL

q0 + q1x + · · · + qMxM
=

∑L
i=0 pix

i

∑M
i=0 qixi

(3.1)

が或る関数 f(x)に対し

f(0) = [L,M ](0),

f ′(0) = [L,M ]′(0),

· · · ,

f (L+M)(0) = [L,M ](L+M)(0)

(3.2)

となるとき, [L,M ](x)を f(x)の (L,M)次の Pad́e近似と言う. 逆に Pad́e近似では x = 0
で Taylor展開の導関数と自身の導関数とが等しくなるように係数を定めていると言い換
えることも出来る. M = 0のとき, Pad́e近似は Taylor級数を有限個で打ち切ったものと等
価である. このことから Pad́e近似は Taylor展開による近似を拡張したものであると言う
ことが出来る. 一般に LとM の値が大きく異なると近似の精度が悪くなる傾向があるら
しい. 従って一般的な状況は 3.2小節でのみ扱い, 3.2小節以降では L = M の場合のみ考
えることとする.

[L,M ](x)の未知の係数は L+M +2個である.一方,係数を定める為の方程式の数は (3.2)

より L + M + 1個である.一般的な連立方程式において方程式の数が未知数よりも 1個少
ない場合,未知数は一意に定まらず,それぞれの比しか求められない. しかし今考えている
のは有理関数なので,各々の未知数の比が求まれば,関数自体は一意に定まることになる.

以下, (3.2)を変形して pi, qi に関する式を導く6). (3.2)をまとめて書くと

f (k)(0) − [L,M ](k)(0) = 0 (k = 0, 1, · · · , L + M) (3.3)

となる.いま f(x)の Taylor展開が

f(x) =
∞∑

i=0

aix
i (3.4)

と表されるものとする. (3.3), (3.4)より f(x) − [L,M ](x)の Taylor展開は

f(x) − [L,M ](x) =
∞∑

i=L+M+1

bix
i (3.5)

と書ける. (3.1), (3.4)を (3.5)に代入すると
∞∑

i=0

aix
i −

∑L
i=0 pix

i

∑M
i=0 qixi

=
∞∑

i=L+M+1

bix
i,

6)Pad́e近似の係数に関する式の導出については以下のウェブサイトを参考にさせて頂いた.
数値解析入門 II 有理関数近似

http://next1.msi.sk.shibaura-it.ac.jp/MULTIMEDIA/numeanal2/node19.html
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すなわち
( ∞∑

i=0

aix
i

)(
M∑

i=0

qix
i

)
−

L∑

i=0

pix
i =

( ∞∑

i=L+M+1

bix
i

)(
M∑

i=0

qix
i

)
, (3.6)

となる. (3.6)の右辺は O(L + M + 1)であるので, (3.6)が成立する為には少なくとも (3.6)

の左辺の次数 L + M 以下の項の係数がゼロでなければならない.ここで便宜上

pi ≡ 0, (i = L + 1, L + 2, · · · , L + M) (3.7)

qi ≡ 0, (i = M + 1,M + 2, · · · , L + M) (3.8)

と置くと, (3.6)は
( ∞∑

i=0

aix
i

)(
L+M∑

i=0

qix
i

)
−

L+M∑

i=0

pix
i =

( ∞∑

i=L+M+1

bix
i

)(
L+M∑

i=0

qix
i

)
, (3.9)

と書き換えられる.このとき (3.9)の左辺の xk の項の係数は

a0qk + a1qk−1 + · · · + akq0 − pk =
k∑

i=0

aiqk−i − pk (3.10)

となる.従って (3.6)が満たされる為には

k∑

i=0

aiqk−i − pk = 0 (k = 0, 1, · · · , L + M) (3.11)

でなければならない. (3.11)が実際に Pad́e近似を求める際に解くべき式である. (3.11)よ
り [L.M ](x)を求めるには, f(x)の L + M 次の Taylor展開が既知でなければならないこ
とが分かる.

3.3 Pad́e近似の例

ここでは以下の 3つの関数の Pad́e近似 [1, 1](x), [2, 2](x)について考える.

f(x) = ln(x2 + 1), (3.12)

g(x) = ex, (3.13)

h(x) = e−x sinx. (3.14)

(a)f(x) = ln(x2 + 1)の場合

f(x)の Taylor展開は

f(x) = x2 − 1
2
x4 + O(x6) (3.15)
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となる.先ず [1, 1](x)を求めよう.この場合,解くべき連立方程式は

a0q0 − p0 = 0,

a0q1 + a1q0 − p1 = 0,

a0q2 + a1q1 + a2q0 − p2 = 0,

a0 = 0, a1 = 0, a2 = 1, p2 = 0, q2 = 0

(3.16)

となる. (3.16)を解くと
p0 = 0, p1 = 0, q0 = 0 (3.17)

となり,

[1, 1](x) = 0 (3.18)

が得られる.次に [2, 2](x)を求める.この場合,解くべき連立方程式は

a0q0 − p0 = 0,

a0q1 + a1q0 − p1 = 0,

a0q2 + a1q1 + a2q0 − p2 = 0,

a0q3 + a1q2 + a2q1 + a3q0 − p3 = 0,

a0q4 + a1q3 + a2q2 + a3q1 + a4q0 − p4 = 0,

a0 = 0, a1 = 0, a2 = 1, a3 = 0, a4 =
1
2
, p3 = p4 = 0, q3 = q4 = 0

(3.19)

となる. (3.19)を解くと

p0 = 0, p1 = 0, p2 = q0, q1 = 0, q2 =
1
2
q0 (3.20)

となり,

[2, 2](x) =
2x2

2 + x2
(3.21)

が得られる. ln(x2 + 1)の 4次の Taylor展開, [1, 1](x), [2, 2](x)をプロットしたものを図 1

に示す. [2, 2](x)の近似精度が最も良いことが見てとれる.

(b) g(x) = ex の場合

g(x)の Taylor展開は

g(x) = 1 + x +
1
2
x2 +

1
6
x3 +

1
24

x4 + O(x5) (3.22)

となる. f(x) = ln(x2 + 1)の場合と同様の計算を行なうと

[1, 1](x) =
2 + x

2 − x
, (3.23)

[2, 2](x) =
12 + 6x + x2

12 − 6x + x2
(3.24)
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が得られる. 一般に分母が定数ではない (1,1)次の Pad́e近似は必ず発散する点を有するこ
とに注意したい. exの 4次の Taylor展開, [1, 1](x), [2, 2](x)をプロットしたものを図 2に
示す.

(c) h(x) = e−x sinxの場合

図 1: ln(x2 + 1)の近似精度の比較.実線は ln(x2 + 1),一点鎖線は 4次の Taylor展開,破線
は (1, 1)次の Pad́e近似,点線は (2, 2)次の Pad́e近似を表す.

図 2: ex の近似精度の比較. 実線は ex,一点鎖線は 4次の Taylor展開,破線は (1, 1) 次の
Pad́e近似,点線は (2, 2)次の Pad́e近似を表す.
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図 3: e−x sinxの近似精度の比較. 実線は e−x sinx,一点鎖線は 4次の Taylor展開,破線は
(1, 1)次の Pad́e近似,点線は (2, 2)次の Pad́e近似を表す.

h(x)の Taylor展開は

h(x) = x − x2 +
1
3
x3 + O(x5) (3.25)

となる.従って
[1, 1](x) =

x

1 + x
, (3.26)

[2, 2](x) =
6x − 3x2

6 + 3x + x2
(3.27)

が得られる. e−x sinxの 4次の Taylor展開, [1, 1](x), [2, 2](x)をプロットしたものを図 3

に示す.

3.4 Pad́e近似の数学的応用例

この小節では Pad́e近似を適用して積分

F (k) =
∫ ∞

0

sin kx

a2 + x2
dx (3.28)

の近似値を求める.

(3.28)の被積分関数は奇関数である為,複素積分を利用して積分値を求めることが出来な
い.そこで sin kxに Pad́e近似を適用して F (k)の近似値を求めてみる.以下, sin kxの Pad́e

近似 [2, 2](x)を求める. sin kxの 4次の Taylor展開は

sin kx ' kx − 1
3
(kx)3 (3.29)
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となる. (3.29)より

sin kx ' [2, 2](x) =
3kx

3 + (kx)2
(3.30)

が得られる. (3.30)を (3.28)に適用すると

F (k) ' 3k

∫ ∞

0

x

(a2 + x2)(3 + k2x2)
dx (3.31)

となる. k 6= ±
√

3/aのとき

F (k) ' 3k

3 − k2a2

∫ ∞

0

(
x

a2 + x2
− k2x

3 + k2x2

)
dx

=
3k

3 − k2a2

∫ ∞

0

{
d

dx

[
1
2

ln(a2 + x2)
]
− d

dx

[
1
2

ln(3 + k2x2)
]}

dx

=
3k

2(3 − k2a2)

[
ln

(
a2 + x2

3 + k2x2

)]x=∞

x=0

= − 3k

2(3 − k2a2)
ln

(
a2k2

3

)
(3.32)

となる.一方 k = ±
√

3/aのとき

F (k) ' ka2

∫ ∞

0

x

(a2 + x2)2
dx

= −ka2

2

[
1

a2 + x2

]x=∞

x=0

= ±
√

3
2a

(3.33)

となる.以上をまとめると

F (k) =




− 3k

2(3−k2a2)
ln

(
a2k2

3

)
, (k 6= ±

√
3/a)

±
√

3
2a (k = ±

√
3/a)

(3.34)

となる.ここでロピタルの定理より

lim
k→±

√
3/a

− 3k

2(3 − k2a2)
ln

(
a2k2

3

)
= lim

k→±
√

3/a

3 ln
(

a2k2

3

)
+ 6

4a2k
= ±

√
3

2a
(3.35)

となるので, F (k)は k = ±
√

3/aにおいて連続であることが分かる. またロピタルの定理
を用いると

lim
k→0

F (k) = 0, (3.36)

lim
k→±∞

F (k) = 0 (3.37)

であることも分かる.従って F (k)の概形を描くと,図 4の如くとなる.
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図 4: F (k)の近似値の概形.

3.5 Pad́e近似の物理的応用例

この小節では Pad́e近似の物理的応用例の一例として, 水面波の波長の近似値計算 (Hunt,

1979)を取り扱う.空間座標 x,時刻 tにおける水面波の解が ei(kx−ωt)に比例すると仮定す
ると,波数 kと角振動数 ωの間の関係式 (分散関係式)として

ω2 = gk tanh(kh) (3.38)

が得られる7).ここで gは重力加速度, hは水深である.また tanh(kh)は双曲線関数の 1つ
であり

tanh(kh) =
sinh(kh)
cosh(kh)

=
ekh − e−kh

ekh + e−kh
(3.39)

である.波長を λ,周期を T とすると k = 2π/λ, ω = 2π/T なので, (3.38)は

λ =
gT 2

2π
tanh

(
2πh

λ

)
(3.40)

と書き換えられる. (3.40)において周期 T ,水深 hが既知である場合の波長 λを求めてみよ
う. (3.40)は超越方程式 (transcendal equation)なので,厳密な解析解を得ることは困難であ
る. この場合,グラフを用いて解のおおよその値を求めたり, Newton-Raphson法で逐次近
似を行なって近似解を求めるといった解法が考えられる. 今回は tanh(2πh/λ)に Pad́e近
似を適用することにより (3.40)の近似解を求めることとしよう.

計算の便宜の為に

ξ =
2πh

λ
(3.41)

と置くと (3.40)は
1
ξ

=
gT 2

4π2h
tanh ξ (3.42)

7)(3.38)の導出に関しては巽 (1982)などの流体力学の教科書を参照されたい.
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となる.以下, tanh ξ の Pad́e近似 [2, 2](ξ)を求める.先ず

f(ξ) = tanh ξ (3.43)

と置き, f(x)の 4次の Taylor展開を求める. (3.43)を繰り返し微分することにより

f (1)(ξ) =
d

dξ

(
eξ − e−ξ

eξ + e−ξ

)
= 1 − f(ξ)2,

f (2)(ξ) = − 2f(ξ)f (1)(ξ) = −2f(ξ)[1 − f(ξ)2],

f (3)(ξ) = − 2f (1)(ξ) + 6f (1)(ξ)f(ξ)2 = −2[1 − f(ξ)2][1 − 3f(ξ)2],

f (4)(ξ) =4f(ξ)f (1)(ξ)[1 − 3f(ξ)2] + 12[1 − f(ξ)2]f(ξ)f (1)(ξ)

=8f(ξ)[1 − f(ξ)2][2 − 3f(ξ)2]

(3.44)

が得られる.従って

f(0) = 0, f (1)(0) = 1, f (2)(0) = 0, f (3)(0) = −2, f (4)(0) = 0 (3.45)

となるので,

f(ξ) = ξ − 1
3
ξ3 + O(ξ5) (3.46)

が得られる. (3.46)より

f(ξ) ' [2, 2](ξ) =
3ξ

3 + ξ2
(3.47)

となる. (3.47)を (3.42)に代入すると

1
ξ

=
gT 2

4π2h

3ξ

3 + ξ2
,

すなわち

ξ =

√
12π2h

3gT 2 − 4π2h
(3.48)

となる. (3.48)を λについて整理すると

λ = 2πh

√
3gT 2 − 4π2h

12π2h
(3.49)

が得られる.

例えば h = 100 [m], T = 20 [s]の場合, (3.49)より λ ' 510.30 [m] となる.このとき

gT 2

2π
tanh

(
2πh

λ

)
= 525.87 [m] (3.50)

となり, ∣∣∣∣λ − gT 2

2π
tanh

(
2πh

λ

)∣∣∣∣ ' 15.57 [m] (3.51)

であるので,相対誤差は 3 %程度と見積もられる.
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4 Global Pad́e近似

4.1 Global Pad́e近似の定式化

第 3節で見たように,一部の例外を除いて Pad́e近似は Taylor展開による近似よりも良い精
度で関数を記述することが出来る.しかし x = 0から十分離れた点では, Pad́e近似はもはや
有効な近似とはならない. Winitzki(2003)によると, x = 0近傍での Taylor展開並びに漸近
級数が既知である場合,区間 [0,∞]で有効な Pad́e近似を得ることが出来る. Winitzki(2003)

ではこの無限領域で有効な Pad́e近似を通常の Pad́e近似と区別してGlobal Pad́e近似(Global

Pad́e approximant)と呼んでいる. Global Pad́e近似の基本的概念は Pad́e近似とほぼ同様で
ある.即ち, x = 0では Taylor展開の導関数と合うように, x = ∞では漸近級数の導関数と
合うように有理関数の係数を定めることにより Global Pad́e近似が得られる.

Pad́e近似では分子と分母の次数が等しい場合を考えてきたが, Global Pad́e近似において
も分子と分母の次数が等しい場合のみを考えることとする. いま関数 f(x) の (L,L) 次の
Global Pad́e近似を

G[L](x) =
p0 + p1x + · · · + pLxL

q0 + q1x + · · · + qLxL
=

∑L
i=0 pix

i

∑L
i=0 qixi

(4.1)

と表すことにする.このとき未知の係数は 2L + 2個であるので,これらを定めるには Pad́e

近似のときと同様に 2L + 1個の方程式が必要となる.上で述べたように Global Pad́e近似
では x = 0と x = ∞の 2点で導関数を一致させる. 従って導関数の一致のさせ方は一意
ではなく, 2L + 2通りの組み合わせが考えられる. x = 0, x = ∞のどちらか 1点において
のみ高次の導関数まで一致させたとすると,もう一方の点近傍でのずれが大きくなり,近似
精度が下がると考えられる.従って,より精度の高い Global Pad́e近似を得るためには次の
いずれかの方法を採れば良いと考えられる.

• x = 0で L次の導関数まで一致させ, x = ∞で L − 1次の導関数まで一致させる.

• x = 0で L − 1次の導関数まで一致させ, x = ∞で L次の導関数まで一致させる.

先ず x = 0で L次の導関数まで一致させ, x = ∞で L− 1次の導関数まで一致させる場合
について考えよう.この場合は

f (k)(0) − G(k)(0) = 0, (k = 0, 1, · · · , L) (4.2)

f (k)(∞) − G(k)(∞) = 0, (k = 0, 1, · · · , L − 1) (4.3)

を満たすように係数を定める. 3.2節と同様の議論を行なうと, (4.2)より L + 1個の方程式

k∑

i=0

aiqk−i − pk = 0 (k = 0, 1, · · · , L) (4.4)
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が得られる.但し ai は f(x)の Taylor展開における i次の展開係数である.次に (4.3)より
係数に関する方程式を導く. f(x)の漸近級数が

f(x) =
∞∑

i=0

bi

xi
(4.5)

と表されるものとする. (4.3)より f(x) − G[L](x)の漸近級数は

f(x) − G[L](x) =
∞∑

i=L

ci

xi
(4.6)

と書ける. (4.1)の分母,分子を xL で割ると

G[L](x) =
∑L

i=0 pix
i−L

∑L
i=0 qixi−L

=

∑L
j=0 pL−j/xj

∑L
j=0 qL−j/xj

(4.7)

となる. (4.5), (4.7)を (4.6)に代入すると

( ∞∑

i=0

bi

xi

)


L∑

j=0

qL−j

xj


 −

L∑

j=0

pL−j

xj
=

∞∑

i=L

ci

xi
(4.8)

となる. (4.8)が恒等的に成立するためには (4.8)の左辺の次数 L − 1以下の係数がゼロで
なければならない.このとき (4.8)の左辺の x−k の項の係数は

b0qL−k + b1qL−k+1 + · · · + bkqL − pL−k =
k∑

i=0

biqL−k+i − pL−k (4.9)

となる.従って (4.8)が満たされるためには

k∑

i=0

biqL−k+i − pL−k = 0 (i = 0, 1, · · · , L − 1) (4.10)

でなければならない. 以上より L次の導関数まで一致させ, x = ∞で L − 1次の導関数ま
で一致させる場合には (4.4), (4.10)を解くことによりGlobal Pad́e近似が得られる.

x = 0で L− 1次の導関数まで一致させ, x = ∞で L次の導関数まで一致させる場合につ
いても同様の議論により,以下の方程式が得られる.

k∑

i=0

aiqk−i − pk = 0, (k = 0, 1, · · · , L − 1) (4.11)

k∑

i=0

biqL−k+i − pL−k = 0. (i = 0, 1, · · · , L) (4.12)
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4.2 Global Pad́e近似の具体例

4.2小節では以下の 2つの関数の Global Pad́e近似 G[2](x)について考える.

f(x) = ln
(

x2 + 2
x2 + 1

)
, (4.13)

g(x) = erfx =
∫ x

0
e−u2

du. (4.14)

(a)f(x) = ln[(x2 + 2)/(x2 + 1)]の場合

(4.13)の Taylor展開,漸近級数はそれぞれ

f(x) = ln 2 − 1
2
x2 +

3
8
x4 + O(x6), (4.15)

f(x) =
1
x2

− 3
2

1
x4

+ O(x−6) (4.16)

となる. x = 0で 2次の導関数まで一致させ, x = ∞で 1次の導関数まで一致させる場合
の Global Pad́e近似を G21[2](x), x = 0で 1次の導関数まで一致させ, x = ∞で 2次の導
関数まで一致させる場合の Global Pad́e近似を G12[2](x)とする. G21[2](x)に対する連立
方程式は

a0q0 − p0 = 0,

a0q1 + a1q0 − p1 = 0,

a0q2 + a1q1 + a2q0 − p2 = 0,

b0q2 − p2 = 0,

b0q1 + b1q2 − p1 = 0,

a0 = ln 2, a1 = 0, a2 = −1
2
, b0 = 0, b1 = 0, b2 = 1

(4.17)

となる. (4.17)を解くことにより

G21[2](x) =
2(ln 2)2

2 ln 2 + x2
(4.18)

が得られる.一方 G12[2](x)に対する連立方程式は

a0q0 − p0 = 0,

a0q1 + a1q0 − p1 = 0,

b0q2 − p2 = 0,

b0q1 + b1q2 − p1 = 0,

b0q0 + b1q1 + b2q2 − p2 = 0,

a0 = ln 2, a1 = 0, a2 = −1
2
, b0 = 0, b1 = 0, b2 = 1

(4.19)
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となる. (4.19)を解くことにより

G12[2](x) =
ln 2

1 + ln 2x2
(4.20)

が得られる.また通常の (2,2)次の Pad́e近似 [2, 2](x)は

[2, 2](x) =
4 ln 2 + (3 ln 2 − 2)x2

4 + 3x2
(4.21)

となる.図 5に ln[(x2 + 2)/(x2 + 1)], [2, 2](x), G21[2](x), G12[2](x)をプロットしたものを
示す. G21[2](x), G12[2](x)は至る所で ln[(x2 + 2)/(x2 + 1)]と近接しており,精度良い近似
となっていることが窺える. [2, 2](x), G21[2](x), G12[2](x)の近似精度をより詳しく見るた
めに, ln[(x2 + 2)/(x2 + 1)]との差を図 6に示した. G12[2](x)の相対誤差が最も小さいこ
とが分かる.

図 5: ln[(x2 +2)/(x2 +1)]の近似精度の比較.実線は ln[(x2 +2)/(x2 +1)],破線は [2, 2](x),
点線はG21[2](x),一点鎖線は G12[2](x)を表す.
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図 6: ln[(x2 + 2)/(x2 + 1)]の近似精度の比較.破線は ln[(x2 + 2)/(x2 + 1)]− [2, 2](x),点線
は ln[(x2 + 2)/(x2 + 1)]−G21[2](x),一点鎖線は ln[(x2 + 2)/(x2 + 1)]−G12[2](x)を表す.

(b) g(x) = erf(x)の場合

Winitzki(2003)では Global Pad́e近似の特殊な例として erf(x)を取り扱っている. erf(x)の
漸近級数は

g(x) = erf(x) = 1 − e−x2

x
√

π

[
1 − 1

2x
+

3
4x4

+ O(x−6)
]

(4.22)

と表される. 4.1節の結果を用いる為には,漸近級数は冪級数の形でなければならない. し
かし (4.22)において e−x2

の漸近冪級数を得ることは困難である. そこで (4.22)の漸近冪
級数の部分を

h(x) = 1 − 1
2x

+
3

4x4
+ O(x−6) (4.23)

と置き, h(x)を有理関数で近似することにより,拡張された Global Pad́e近似を得ることと
する. h(x)の Taylor展開は erf(x)及び e−x2

を Taylor展開することにより

h(x) =
√

πx − 2x2 +
√

πx3 − 4
3
x4 + O(x5) (4.24)

と求まる. x = 0で 2次の導関数まで一致させ, x = ∞で 1次の導関数まで一致させる場
合の h(x)の Global Pad́e近似を G21[2](x), x = 0で 1次の導関数まで一致させ, x = ∞で
2次の導関数まで一致させる場合の h(x)の Global Pad́e近似を G12[2](x)とすると,それ
ぞれ

G21[2](x) =
√

πx + (π − 2)x2

1 +
√

πx + (π − 2)x2
, (4.25)

G12[2](x) =
√

πx + 2x2

1 +
√

πx + 2x2
(4.26)

となる.
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5 まとめ

本文書では Taylor展開による近似,漸近展開による近似, Pad́e近似, Global Pad́e近似につ
いて取り扱った.これらの近似の性質を表でまとめることにより,本文書の本文の結びとさ
せて頂く.

近似法 有効範囲 計算量 物理的応用例
Taylor展開 狭い 少ない 単振り子振動
漸近展開 広い それなりに多い 山岳波
Pad́e近似 それなりに広い 多い 水面波波長計算

Global Pad́e近似 非常に広い 非常に多い 未確認
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付録 A : (1.2)の導出

本付録では (1.1)より (1.2)を導く. (1.1)を Rn について変形すると

Rn(x) = f(x) −
n−1∑

r=0

f (n)(a)
r!

(x − a)r (A.1)

となる.一般に或る関数 g(x)に関して

g(x) =
d

dx

∫ x

a
g(t)dt (A.2)

が成り立つので,

Rn(x) =
d

dx

[∫ x

a

{
f(t) −

n−1∑

r=0

f (n)(a)
r!

(t − a)r

}
dt

]

=
d

dx

[∫ x

a
f(t)dt −

n−1∑

r=0

∫ x

a

f (n)(a)
r!

(t − a)rdt

]

=
d

dx

[∫ x

a
f(t)dt −

n−1∑

r=0

f (n)(a)
(r + 1)!

(t − a)r+1

]
(A.3)

となる.ここで
∫ x
a f(t)dtについて部分積分を繰り返し行なうと

∫ x

a
f(t)dt = [(t − x)f(t)]t=x

t=a −
∫ x

a
(t − x)f (1)(t)dt

= (x − a)f(a) −
∫ x

a
(t − x)f (1)(t)dt

= (x − a)f(a) −
[
1
2
(t − x)2f (1)(t)

]t=x

t=a

+
∫ x

a

1
2
(t − x)2f (2)(t)dt

= · · ·
= (x − a)f(a) +

1
2!

(x − a)2f (1)(a) +
1
3!

(x − a)3f (2)(a)

+ · · · + 1
n!

(x − a)nf (n−1)(a) +
(−1)n

n!

∫ x

a
(x − t)nf (n)(t)dt

=
n−1∑

r=0

f (r)(a)
(r + 1)!

(x − a)r+1 +
1
n!

∫ x

a
(t − x)nf (n)(t)dt (A.4)

となる.よって (A.3), (A.4)より

Rn =
d

dx

[
1
n!

∫ x

a
(t − x)nf (n)(t)dt

]
(A.5)

となる.ここで二項展開

(x − t)n =
n∑

k=0

nCkx
k(−t)n−k (A.6)
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を用いると

Rn =
d

dx

[
1
n!

∫ x

a

{
n∑

k=0

nCkx
k(−t)n−k

}
f (n)(t)dt

]

=
d

dx

[
1
n!

n∑

k=0

xk

∫ x

a
nCk(−t)n−kf (n)(t)dt

]

=
1
n!

n∑

k=0

d

dx

(
xk

) ∫ x

a
nCk(−t)n−kf (n)(t)dt

+
1
n!

n∑

k=0

xk d

dx

[∫ x

a
nCk(−t)n−kf (n)(t)dt

]

=
1
n!

n∑

k=0

d

dx

(
xk

) ∫ x

a
nCk(−t)n−kf (n)(t)dt

+
1
n!

n∑

k=0

xk
nCk(−x)n−kf (n)(x)

=
1
n!

n∑

k=0

d

dx

(
xk

) ∫ x

a
nCk(−t)n−kf (n)(t)dt

=
1
n!

n−1∑

k=0

(k + 1)xk

∫ x

a
nCk+1(−t)n−k−1f (n)(t)dt

=
1
n!

n−1∑

k=0

(k + 1)xk

∫ x

a

n

k + 1n−1Ck(−t)n−k−1f (n)(t)dt

=
1

(n − 1)!

∫ x

a

n−1∑

k=0

{
n−1Ckx

k(−t)n−k−1
}

f (n)(t)dt

=
1

(n − 1)!

∫ x

a
(x − t)n−1f (n)(t)dt

(A.7)

となり, (1.2)が示された.
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付録 B : (2.32), (2.33)の導出

本付録では Airy 関数

f(x) = Ai(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
exp

[
ix

(
k +

k3

3x

)]
dk =

1
2π

∫ ∞

−∞
exp [iφ(x, k)] dk (x > 0)

(B.1)

に鞍部点法を適用して, (2.32)および (2.33)を導出する. 2.3節の停留位相法では停留点,即
ち ∂φ/∂k = 0を満たす点を求め,その点近傍での積分寄与を求めることでAi(x)の漸近形
(2.31)を得た. 鞍部点法では ∂φ/∂k = 0を満たす点を求め,その点を通る経路での複素積
分を考える. Cauchy-Riemannの微分方程式より,複素関数の停留点は極値とはならず,鞍
部点となる. 鞍部点法の名前は鞍部点を通る経路で積分を行なうことに由来する. 更に鞍
部点法ではより精密な漸近展開を得る為に,複素積分の経路として φに関する最急降下線
(path of the steepest descent)を選択すると言う工夫を行なう. φの最急降下線とは,鞍部点
から見て最も急激に減少するような曲線のことを指す. 積分経路に最急降下線を選ぶこと
により,積分に寄与する区間を最も短くすることが出来,その結果精度良い漸近展開を得ら
れると期待される.

以下, φ(x, k)の最急降下線 C を求める. (B.1)を評価する為には,複素周回積分の経路とし
て実軸と最急降下線と半径無限大の円周の一部を組み合わせた経路をとるのが適当であろ
う. φの鞍部点は 2.3節で求めたように k = ±

√
xiである.鞍部点を通る最急降下線を考え

ているので,経路は複素上半面上または複素下半面上にとることになる.この際問題となる
のは,円周上での積分がゼロとなるかどうかである.ここで

k = Reiθ (B.2)

と置くと, (B.1)の被積分関数

exp
[
ix

(
k +

k3

3x

)]
= exp

[
ix

(
Reiθ +

R3

3x
e3iθ

)]

= exp
[
−xR sin θ − R3 sin 3θ

]
exp

[
ixR cos θ + iR3 cos 3θ

]

(B.3)

となる. R → ∞のとき被積分関数がゼロとなる為には, sin θ > 0かつ sin 3θ > 0でなけれ
ばならない.即ち積分経路は上半面上の

2nπ

3
< θ <

(
1
3

+
2n

3

)
π (B.4)

を満たす領域内になければならない. よって k =
√

xiを通る最急降下線を考えれば良い.

k =
√

xi近傍における φの 2次の Taylor展開を考えると,

exp
[
ix

(
k +

k3

3x

)]
' e−

2
3
x3/2

e−
√

x(k−
√

xi)2 (B.5)

となる.ここで
k −

√
xi = ρeiξ (B.6)
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と置くと,

exp
[
ix

(
k +

k3

3x

)]
' e−

2
3
x3/2−

√
xρ cos 2ξe−i

√
xρ sin 2ξ (B.7)

となる. (B.7)において e−
2
3
x3/2−

√
xρ cos 2ξ は包絡線を相当し, e−i

√
xρ sin 2ξ は振動部分に相当

する.積分寄与を考える上では,包絡線に関する最急降下線を求めるのが適切であろう.鞍
部点 k =

√
xiにおいて包絡線が空間的に最も激しく変化する方向は

cos 2ξ = ±1, sin 2ξ = 0 (B.8)

を満たす方向である. cos 2ξ = −1,即ち ξ = (n + 1/2)π を満たす方向は最も急激に増加
する方向であり, cos 2ξ = 1,即ち ξ = nπ を満たす方向は最も急激に減少する方向である.

(B.7)の振動部分を取り出すと,最急降下線の満たす関係式

−1
3
(Rek)2 + (Imk)2 = x (B.9)

が得られる. (B.9)より,最急降下線は鞍部点において実軸に平行な直線を接線とする双曲
線であることが分かる. (B.9)を Rekで偏微分すると,

∂Imk

∂Rek
=

1
3

Rek
Imk

(B.10)

となる.また (B.9)より
Rek
Imk

=

√
3

[
1 − x

(Imk)2

]
(B.11)

となるので
∂Imk

∂Rek
=

√
1
3

[
1 − x

(Imk)2

]
(B.12)

となる. Rek → ±∞の極限をとると Imk → ∞であるので,

∂Imk

∂Rek
→ 1√

3
(Rek → ∞) (B.13)

が得られる. (B.13)より最急降下線の無限遠での偏角は π/6となることが分かる. 従って,

最急降下線と実軸と半径無限遠の円周の一部から成る閉曲線を考えたとき,円周での積分
は (B.4)よりゼロに収束することになる.以上より

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
exp

[
ix

(
k +

k3

3x

)]
dk =

1
2π

∫

C
exp

[
ix

(
k +

k3

3x

)]
dk (x > 0) (B.14)

となる.但し C は (B.9)を満たす最急降下線である.ここで

s = k −
√

xi (B.15)

なる変数変換を行なうと,

f(x) =
1
2π

exp
(
−2

3
x3/2

) ∫

C′
exp

[
−
√

xs2 +
s3

3
i

]
ds (x > 0) (B.16)
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となる.但し C ′ は

−1
3
(Res)2 + (Ims +

√
x)2 = x (B.17)

を満たす双曲線である. C ′ は最急降下線であるので, x À 1のとき (B.16)の積分は鞍部点
s = 0近傍での積分で近似することが出来る. また s = 0において実軸が最急降下線の接
線となっていることに着目すると

f(x) ' 1
2π

exp
(
−2

3
x3/2

) ∫ ε

−ε
exp

[
−
√

xs2 +
s3

3
i

]
ds

=
1
2π

exp
(
−2

3
x3/2

) ∫ ε

−ε
exp

[
−
√

xs2
]
cos

(
s3

3
i

)
ds

' 1
2π

exp
(
−2

3
x3/2

) ∫ ∞

−∞
exp

[
−
√

xs2
]
cos

(
s3

3

)
ds

=
1
2π

x−1/4 exp
(
−2

3
x3/2

) ∫ ∞

−∞
e−t2 cos

(
1

3x3/4
t3

)
dt (B.18)

となる. Taylor展開

cos(az) =
∞∑

n=0

(−1)n (az)2n

(2n)!
(B.19)

を適用し, (1.12)を用いると,

f(x) ' 1
2π

x−1/4 exp
(
−2

3
x3/2

) ∫ ∞

−∞
e−t2

∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!

(
1

3x3/4
t3

)2n

dt

=
1
2π

x−1/4 exp
(
−2

3
x3/2

) ∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!

(
1

3x3/4

)2n ∫ ∞

−∞
e−t2t6ndt

=
1

2
√

π
x−1/4 exp

(
−2

3
x3/2

) ∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!

(
1

3x3/4

)2n (6n)!
43n(3n)!

(B.20)

となる.ここで

Γ
(

n +
1
2

)
=

1
4n

(2n)!
n!

, (B.21)

Γ
(

3n +
1
2

)
=

1
43n

(6n)!
(3n)!

(B.22)

が成り立つことに着目すると

f(x) ' 1
2
√

π
x−1/4 exp

(
−2

3
x3/2

) ∞∑

n=0

(−1)n Γ(3n + 1/2)
54nn!Γ(n + 1/2)

(
2
3
x3/2

)−n

(x > 0)

(B.23)

が得られる.
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