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要旨

系外惑星が発見されるまで, 太陽系惑星形成論は惑星系一般に通ずるものであ
ると考えられてきた. しかし, 発見された系外惑星は太陽系のものとは異なる
特徴を持っており, これまでの惑星形成論では説明できない部分が多々ある.

これまでいくつかの形成モデルが提案されてきたが, 未だ説明できていない部
分もある.

ホットジュピターの形成モデルである「スリングショットモデル」は, はじめ
に太陽系惑星形成モデルと同様に巨大惑星は形成されることを仮定している.

その後, 惑星間の重力相互作用によって近点距離の小さな楕円軌道を持つ惑星
へと軌道進化する. さらに中心星の潮汐作用を考えることによってホットジュ
ピターへの軌道進化を説明できる. スリングショットモデルは系外惑星の観測
と調和的な点がみられるため, 有力なモデルであると考えられている.

惑星間の重力相互作用による惑星軌道進化の数値シミュレーションを行ったと
ころ, 複数の巨大惑星を持つ系において軌道長半径が小さい楕円軌道を持つ惑
星が得られることは確認できた. しかし, 得られた惑星の近点距離の小ささは
十分ではなく, 中心星の潮汐作用が効かないという結果になった. より詳細な
計算が必要ではあるが, スリングショットモデルで想定している軌道進化をす
る確率は必ずしも高くはないといえる. また, 式を用いることによって, 中心
星の潮汐作用によって, 近点距離の小さな惑星は軌道長半径と離心率小さくす
る軌道進化をすることも示すことができる.

中心星との潮汐相互作用は, ホットジュピターになった後の軌道も変化させる.

中心星の共回転半径よりも内側の惑星は中心星へと落下してしまい, その存在
を維持できない. 共回転半径は中心星の年齢が高いほど大きくなると考えられ
ているため, 年齢の高い恒星はホットジュピターを保持しにくいという仮説が
立てられる. また, 現在までに発見されている系外惑星の観測データを用いて,

中心星の年齢と惑星の軌道長半径の関係を見ると, 年齢の高い星の周りには軌
道長半径の短い惑星がほとんど見つかっていないことがわかる. このことは上
記の仮説と整合的である.
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1 はじめに

1.1 背景

1990年代まで惑星形成論は太陽系の惑星を対象にしてきた. 太陽系の形成過程を説明する
ことができる優れた太陽系惑星の形成論として標準モデル (Hayashi et al. 1985)が知られ
ている.

標準モデルでは惑星系形成過程は次のように考えられている. 惑星は中心星の周りを取り
囲む原始惑星系円盤において形成される. 原始惑星系円盤中の固体成分から微惑星が形成
され, それが衝突合体していき惑星となる. その一連の過程において円盤の外側領域ほど
中心星からの距離が遠いため円盤温度が低い. 氷が気化せず固体として存在できる領域で
は固体成分が多くなり, 惑星も大きく成長することができる. そして惑星質量が 10地球質
量程度まで大きくなると周囲の円盤ガスを取り込み, 自らの質量が急増するガス捕獲段階
へと入る. ただしこの時にすでに原始惑星系円盤が散逸していた場合はガスを取り込むこ
とができず巨大氷惑星となる. ガス捕獲段階は原始惑星系円盤が散逸するか, 惑星が原始
惑星系円盤にギャップを形成するまで続き, 最終的に巨大ガス惑星が形成される. つまりこ
のモデルでは円盤の温度が低い領域に巨大ガス惑星が形成されると考えられており, 太陽
系の各惑星の配置を上手く説明する.

しかし, 1995年の最初の系外惑星の発見を機に惑星形成論は大きな見直しを求められるよ
うになった. 最初に発見された系外惑星である 51 Peg bは質量が木星の半分程度であるの
に対し, 軌道長半径が 0.052AUであるという太陽系の形成モデルでは説明できないような
特徴を持つ (Marcy et al. 1997). そして 2011年 1月現在で 518個 (Schneider 2011)の系
外惑星が発見されているが, 木星に近い質量でありながら中心星に非常に近い軌道を持つ
惑星は珍しくないということがわかってきている. これらの惑星はホットジュピターと総
称されている (e. g. Schilling 1996).

現在ホットジュピターの形成過程にはいくつかのモデルが考えられており,「スリングショッ
トモデル」はその 1つである. 「スリングショットモデル」とは, 3つ以上の巨大惑星が互
いの重力相互作用によって軌道を乱して, その結果, 近点が中心星に近い楕円軌道の惑星
がつくられ, そしてその軌道が中心星の潮汐作用によって長半径を小さくしながら円軌道
化しホットジュピターが形成されるというモデルである. このような初期条件は惑星形成
過程において比較的実現しやすいものであり, またそのシナリオが系外惑星の観測的事実
と整合的な側面をもつという点から, このモデルはホットジュピター形成モデルの中でも
有力視されている (Nagasawa et al. 2008).
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1.2 目的

本論文では, 巨大惑星同士の重力相互作用と中心星の潮汐効果の 2つの段階に分けて, この
「スリングショットモデル」を理解する. 特に惑星間の重力相互作用による軌道変化につい
ては自ら数値シミュレーションを行うことで軌道の進化の過程を具体的に理解する. また,

観測データを用いて, ホットジュピターの存在と中心星の年齢との相関を示す.

1.3 構成

本論文では, まず 2章で観測された系外惑星の特徴とその形成過程のモデルについて簡略
に述べる. 3章でホットジュピター形成モデルのスリングショットモデルについて解説す
る. 4章では惑星間の重力相互作用による軌道変化のシミュレーションについて計算法を
交えながら記述し, 結果を考察する. 続く 5章では中心星の年齢と惑星の関係について考
察する. 6章で本論文のまとめを記述する. 最後に本論文中で用いた式の導出を 7章に掲
載する.
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2 系外惑星の特徴

2.1 系外惑星の観測

系外惑星は恒星のように自ら光を放っていないため直接検出しにくく, 主に間接検出によっ
て発見されている. これまで最も多くの系外惑星を検出している手法はドップラーシフト
法である. これは惑星を持つ恒星が, 惑星の重力の働きによって共通重心の周りを運動す
る様子を, 恒星スペクトルのドップラー偏移から検出するものである. この手法では惑星
質量が大きく, 公転周期の短いものほどより観測しやすい. この他にトランジット法によっ
ても多くの系外惑星が確認されており, この手法では惑星が恒星と地球の間を通過する際
の恒星のみかけの明るさの変化から惑星を検出する. トランジット法には系外惑星の公転
面が地球から見てほぼ真横でないと検出できない欠点があるが, 惑星半径や軌道傾斜角な
どドップラーシフト法では得られない物理量を得ることができる利点がある. 系外惑星の
検出法としては, 他にもアストロメトリ法や重力レンズ法などがあるが, 現在まで発見さ
れた系外惑星のほとんどはドップラーシフト法とトランジット法によって発見されている.

2.2 系外惑星の特徴

次に系外惑星の特徴を太陽系惑星と比較をする. 太陽系では太陽に近いものから順に岩石
惑星が 4つ, 巨大ガス惑星が 2つ, 巨大氷惑星が 2つ存在している. 表 1は太陽系惑星の各
物理量を示した. 太陽系の惑星はいずれも離心率が小さく, 円軌道に近い軌道を持ってい
ることがわかる. また, どの惑星の軌道傾斜角も小さいことから, 太陽系惑星は太陽の周り
に存在した原始惑星系円盤において形成されたと考えられている.

表 1: 太陽系惑星のデータ (National Space Science Data Center)

質量 [m⊕] 軌道長半径 [AU] 離心率 軌道傾斜角
水星 0.055 0.39 0.21 7.0

金星 0.82 0.72 0.007 3.39

地球 1.0 1.0 0.017 0.0

火星 0.11 1.52 0.09 1.85

木星 318 5.20 0.05 1.304

土星 95.2 9.58 0.05 2.485

天王星 19.2 19.2 0.05 0.772

海王星 17.1 30.0 0.01 1.769
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図 1, 図 2に現在までに見つかっている系外惑星の軌道長半径と離心率, 軌道長半径と惑星
質量の関係をそれぞれ示した. 太陽系惑星と比較すると系外惑星にはかなり大きな離心率
を持つものが数多くみられ, 太陽系が必ずしも惑星系一般を代表している惑星系であると
は言えないことがわかる. このような離心率の大きな惑星はエキセントリックプラネット
と呼ばれる.

また, 軌道長半径が 0.1AU以下の惑星も多く存在することがわかる. もちろん先に述べた
ように現在の系外惑星観測は軌道周期の短いものが発見されやすいので, この観測結果に
は偏りがあると考えられるが, このような惑星が存在しているのもまた事実である. さら
に図 2より, この小さな軌道長半径を持つ惑星のかなりの割合が木星と同程度の質量を持
つこともわかる. このような中心星の至近距離をまわっている木星質量程度の惑星をホッ
トジュピターと呼ぶ.

さらに図 1から, 軌道長半径の小さい (a < 0.1 AU)惑星では離心率の高い惑星がほとんど
見つかっていないのに対して, 軌道長半径が大きい惑星では離心率が広く分布しているこ
とがわかる. これは 3章で述べるスリングショットモデルにおけるホットジュピター形成
のシナリオと調和的である.

図 1: 2011年 2月時点までに明らかになっている, 481個の系外惑星の軌道長半径と離心
率 (Schneider 2011 よりデータを引用)

graduation-thesis.tex 2011/04/18(岡澤 直也)
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図 2: 2011年 2月時点までに明らかになっている, 514個の系外惑星の軌道長半径と惑星
質量 (Schneider 2011 よりデータを引用)

2.3 エキセントリックプラネットとホットジュピターの形成過程

エキセントリックプラネットのような離心率の大きな惑星の形成モデルとして「ジャンピ
ングジュピターモデル」が提案されている (Weidenschilling & Marzari 1996). ジャンピ
ングジュピターモデルでも最初に標準モデルと同様に円軌道の惑星が形成されることを仮
定する. その後, 巨大惑星同士の重力相互作用によって惑星の軌道が乱れ, その結果, 離心
率の大きな軌道を持つ惑星が形成されると考える.

ホットジュピターの形成モデルは大きく分けると, 元々は円盤の外側領域で惑星が形成され
それが中心星の近くへと移動したとする「惑星落下モデル」(Lin et al. 1996)および「ス
リングショットモデル」(Rasio & Ford 1996)と, はじめから中心星の近くで形成されたと
する「その場形成モデル」(Bodenheimer et al. 2000)に分けられる.

惑星落下モデルでは, まず惑星が原始惑星系円盤にギャップを形成してそこに閉じ込めら
れ, 円盤の粘性拡散にに引きずられて内側へと移動していく. そして中心星の近傍で中心
星の潮汐作用や, ヒル半径の縮小に伴う質量放出によって移動が停止すると考えられてい
る. しかし, このシナリオでは太陽系惑星も同様の移動をしてしまう可能性があるが, その
ような痕跡は残されていない.その場形成モデルはその名の通り中心星付近で惑星が形成
されたというモデルである. 円盤質量が大きければ高温の円盤の内側領域でも十分な惑星
材料物質を得ることができる. しかし, そのような領域では円盤にギャップが形成された
り, 温度が高いため固体物質が蒸発しやすいなどの問題がある (Lin et al. 1996). ホット
ジュピターの形成モデルとして最も有力視されているスリングショットモデルについては
3章で詳細に述べる.
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3 スリングショットモデル

ホットジュピターの形成モデルであるスリングショットモデルは大きく 2つの過程からなっ
ている. 1つはジャンピングジュピターモデルと同様に複数の惑星の重力相互作用によっ
て軌道が不安定化し, 近点が中心星に近い楕円軌道の惑星をつくる過程である. もう 1つ
は, 楕円軌道が中心星の潮汐効果によって円軌道化し, 軌道長半径も小さくなっていく過程
である. 重力摂動による軌道不安定では軌道長半径を元の値の半分程度までしか小さくす
ることができず, 離心率も大きな値となってしまうためその過程のみでホットジュピター
を形成することは難しい. しかし, 近点距離が小さくなると中心星の潮汐効果を強く受け
ることになる.

このモデルでは初期条件として巨大惑星が複数個存在する必要があるが, 太陽系に巨大惑
星が 4つ存在するように, 一般の惑星系形成でもこの条件が満たされる可能性は高いと考
えらえる. また, 先に述べたように軌道長半径の小さい惑星の離心率が低いという観測事
実とも整合的であるため, このモデルは有力な説として考えられている (Nagasawa et al.

2008).

3.1 重力相互作用の効果

惑星同士の重力相互作用による軌道の不安定化が起こることは Chambers et al. (1996),

Marzari & Weidenschilling (2002), Chatterjee et al (2008) などの数値シミュレーション
によって確認されている. 惑星が 2つの場合と 3つ以上の場合において不安定の起こる条
件が異なる. 惑星が 2つの場合は惑星同士の軌道間隔∆が以下のような条件満たしている
場合, 軌道不安定は起きない (Gladman 1993).

∆ ≥ 2
√
3rH(1,2) (3.1.1)

ここで惑星 1の軌道長半径と質量をそれぞれ a1,m1, 惑星 2の軌道長半径と質量をそれぞ
れ a2,m2, 中心星の質量をM∗とすると, 相互ヒル半径 rH(1,2)は以下のように定義される.

rH(1,2) =
a1 + a2

2

(
m1 +m2

3M∗

)1/3

(3.1.2)

それに対し, 惑星が 3つ以上の場合には, 全てのペアの惑星同士がそれぞれ上記の条件を
満たしていたとしても最終的には軌道不安定の段階へ入るということがわかっている. 典
型的に, 軌道不安定により 1つの惑星が系の外へ放出され, 2つの惑星が楕円軌道を持って
安定化する (Marzari & Weidenschilling 2002).

惑星間の軌道間隔を以下のように相互ヒル半径を用いて表すと,

ai+1 = ai +KrH(i,i+1) (3.1.3)

軌道不安定に至るまでのタイムスケールの対数はKの増加に従って, おおよそ指数関数的
に増加することがわかっている (Chatterjee et al 2008). また, 最終的に内側に残る惑星に
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ついては, 惑星質量が小さいほど離心率が大きくなり, 軌道長半径が小さくなる傾向を持
つ (Chatterjee et al 2008). 軌道不安定について具体的な描像を把握するため重力相互作
用の数値シミュレーションを次の章で行うこととする.

3.2 中心星の潮汐効果による円軌道化

天体は大きさを持っているため, 天体の表面や内部の各点に働く他天体からの重力の大き
さや向きは一定ではない. 地球の月の場合を考えると月の地球側の地点では, 反対側の地
点に比べて地球から受ける重力がやや強い. その一方, 月の公転運動による遠心力は, 回転
半径の違いから, 地球に向いた地点よりも地球の反対側の地点の方が大きい. 地球の及ぼ
す重力と遠心力の合力を考えると, 地球側の地点は地球に向かう方向に, 地球の反対側の
地点では地球から遠ざかる方向に力が働く. ちなみに月の重心では地球の及ぼす重力と遠
心力が釣り合っている. このように, 他天体からの重力と公転運動による遠心力の合力が
潮汐力である. 潮汐力により天体に生じる膨張部を潮汐バルジと呼ぶ. 潮汐力は惑星と恒
星の間でも生じる. 潮汐バルジから受ける重力トルク (潮汐トルク)と, 天体が変形するの
に伴う変形摩擦によるエネルギー散逸 (潮汐散逸)によって惑星の軌道は変化する.

惑星が楕円軌道を持っている段階では, 惑星の変形による潮汐散逸が, 恒星の変形による
それよりも大きい. 惑星の変形による潮汐散逸はさらに 2つに分けることができ, 1つは潮
汐バルジの方向が惑星の公転に合わせて少しずつ変化するため生じる散逸, もう 1つは惑
星が中心星に近いときには大きく変形し遠いときには変形しないため生じる散逸である.

惑星軌道が円軌道に近い場合は前者の方が有効となる.

ここでは楕円軌道の惑星の円軌道化について考えるので後者の潮汐力の大きさの変化よる
潮汐散逸の効果について考察する. 簡単のため質量m1の中心星と質量m2の惑星 1の 2

体問題を全系の重心を原点とした重心系において考える. この場合, 重心の周囲の公転運
動による系全体の軌道エネルギー E と重心を中心とした角運動量 Lは次のようにあらわ
される.

E = −Gµ(m1 +m2)

2a
(3.2.1)

L = µ
√

(1− e2)(m1 +m2)aG (3.2.2)

ここでGは万有引力定数, aは相対軌道長半径, µは換算質量で µ ≡ m1m2/(m1 +m2)で
ある. 式 (3.2.1)の両辺を時間微分すると,

ȧ =
Gm1m2

2E2
Ė

=
2a2

Gm1m2
Ė (3.2.3)

となる. ここで Ė は潮汐散逸によるエネルギー減少を表し, Ė < 0である. よって ȧ < 0

となる.
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同様に式 (3.2.2)の両辺を時間微分し, 角運動量の保存を仮定すると L̇ = 0を用いて以下の
式を得る.

ė =
1− e2

2ae
ȧ (3.2.4)

さらに式 (3.2.3)を用いると,

ė =
1

Gm1m2

(1− e)(1 + e)a

e
Ė (3.2.5)

近点距離 q = a(1− e)を用いると e ∼ 1の場合式 (3.2.5)は次のようになる.

ė =
2q

Gm1m2
Ė (3.2.6)

ここでも Ė < 0なので ė < 0となる.

さらに円軌道化した惑星の軌道長半径 afinと初期の軌道長半径 ainiと離心率 einiの関係
は軌道角運動量保存を仮定すると, 式 (3.2.2)より

afin = aini(1− e2ini)

= qini(1 + eini) (3.2.7)

となる. 円軌道であれば afin = qfinであり, eini ∼ 1であると仮定すると, qfin ∼ 2qiniと
なり, 近点距離は 2倍程度大きくなることがわかる. これに対して軌道長半径は qini(1 +

eini)/(1− eini)からほぼ 2qiniまで変化する. 初期離心率が 1に近ければ, 軌道長半径は著
しく減少する.

以上のことから, 近点が中心星に近い楕円軌道を持つ惑星は, 潮汐散逸によって軌道長半
径と離心率を減少させるような軌道変化をするということがわかる. これは図 1で軌道長
半径の小さい惑星でだけ離心率が低いところに集中していることを説明する.

4 重力相互作用のシミュレーション

4.1 基礎方程式

下付き文字で天体を区別し, 中心星を 1, 惑星の番号を内側から順に 2, 3, 4とする. 天体 j

の運動方程式は, 他の天体からの重力をすべて足し上げて次のように表される.

mj
d2rj
dt2

=
∑
i̸=j

Gmimj

r3(i,j)
r(i, j) (4.1.1)

ここで rj は天体 jの位置ベクトル, miは天体 iの質量, Gは万有引力定数, r(i,j)は天体 i

と天体 jの相対位置ベクトルを表す. この運動方程式を数値積分することで各天体の位置
と速度の時間発展を求めることができる.
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4.2 数値計算法

ここでは 3つの積分法について述べる. 本研究では惑星の軌道計算にはエルミート法を用
いるが, より簡単な積分法であるオイラー法とルンゲクッタ法についても説明する.

4.2.1 オイラー法

オイラー法は最も初歩的な積分法であり, 非常に簡単に積分計算をすることができる反面,

精度は低い. 次の xが時間と共に変化していく微分方程式で考える.

dx

dt
= f(x, t) (4.2.1)

ここで tは時間, xは位置ベクトル, f は xと tの与えられた関数である. 時間刻み幅を∆t

とすると, x(t+∆t)はテイラー展開することによって次のように表される.

x(t+∆t) = x(t) +
dx(t)

dt
∆t+

1

2

d2x(t)

dt2
∆t2 + · · · (4.2.2)

ここで (∆t)2以降の項を無視すると, ti+1 = t +∆tにおける位置ベクトル xi+1は以下の
ようになる.

xi+1 = xi + f(xi, ti)∆t (4.2.3)

これを繰り返して各時刻における位置ベクトルの近似解を得ることができる. これがオイ
ラー法であり, 時間刻み幅に対して 1次の精度を持った積分法である.

4.2.2 ルンゲクッタ法

オイラー法では微係数として時刻 t = ti での値のみを使用したが, ルンゲクッタ法では
t = ti +∆tとその中間点での値の平均値を使用する. ４次の精度を持つルンゲクッタ法の
公式は以下である.

k1 = f(xi, ti) (4.2.4)

k2 = f(xi + k1∆t/2, ti +∆t/2) (4.2.5)

k3 = f(xi + k2∆t/2, ti +∆t/2) (4.2.6)

k4 = f(xi + k3, ti +∆t) (4.2.7)

xi+1 = xi + (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)
∆t

6
(4.2.8)

ここで k1は t = tiでの微係数, k2は微係数 k1で∆t/2だけ進めた位置座標での微係数と
いうように 4点での微係数を用いる.

4.2.3 エルミート法

d2x

dt2
= g(x, t) (4.2.9)

graduation-thesis.tex 2011/04/18(岡澤 直也)



4 重力相互作用のシミュレーション 10

ここでは 3次元直交座標系における位置ベクトル xの 2階微分方程式 (4.2.9)を解くこと
を考える. ここで gは位置座標と時間の関数である. まず時刻 t = tiにおける加速度 aiの
1階微分までの項を用いたテイラー展開により, 位置と速度の予測子 xp,vpを求める.

xpi = xi + vi∆t+
∆t2

2
ai +

∆t3

6

dai

dt
(4.2.10)

vpi = vi + ai∆t+
∆t2

2

dai

dt
(4.2.11)

ここで xi, viは時刻 t = tiにおける位置座標と速度ベクトルである. dai/dtは g(x, t)の１
階微分であるが, 重力だけを考える場合には位置座標と速度ベクトルを用いて簡単に表す
ことができ, 次のようになる

ai = −Gmk
rk
r3k

(4.2.12)

dai

dt
= −Gmk

[
vk
r3k

− 3(rk · vk)rk
r5k

]
(4.2.13)

ここでmkは天体 kの質量, rkはその天体からの相対位置ベクトル, vkは相対速度ベクト
ルを表す. 重力を与える天体が複数個ある場合にはそれぞれの質量, 距離, 速度を用いた式
(4.2.12), (4.2.13)を足し合わせるとよい.

さらに求めた予測子を用いて時刻 t = ti +∆tでの加速度 ai+1と dai+1/dtを求める.

そして多項式補間によって ai, dai/dt,ai+1, dai+1/dtを用いて d2ai/dt
2, d3ai/dt

3 を次の
ように求めることができる (7.5章参照).

d2ai
dt2

=
−6(ai − ai+1)−∆t

(
4dai

dt + 2dai+1

dt

)
∆t2

(4.2.14)

d3ai
dt3

=
12(ai − ai+1) + 6∆t

(
dai
dt + dai+1

dt

)
∆t3

(4.2.15)

以上を用いて xi+1, vi+1を求める.

xi+1 = xpi +
∆t4

24

d2ai
dt2

+
∆t5

120

d3ai
dt3

(4.2.16)

vi+1 = vpi +
∆t3

6

d2ai
dt2

+
∆t4

24

d3ai
dt3

(4.2.17)

4.3 設定

本シミュレーションでは 2次元の xy重心系座標系に中心星と 3つの惑星を置き, その重力
相互作用を計算して各惑星の運動を記述する. 原点は全系の重心とし, 中心星重力と遠心
力が釣り合うケプラー速度の初期速度を与える.

惑星の軌道長半径と軌道離心率の進化は, 各時刻における惑星の運動を, 中心星と惑星の 2

体問題の解で近似することによって求めることができる. 各惑星の運動に対して全系の重

graduation-thesis.tex 2011/04/18(岡澤 直也)



4 重力相互作用のシミュレーション 11

心を保存するような中心星の運動は, v1 = vimi/m1, r1 = rimi/m1と表せる. まず軌道エ
ネルギーE(運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和)は

Ei =
1

2
mi

(
1 +

mi

m1

)
(vi − vcen)

2 − Gm1mi

r(1,i)
(4.3.1)

と表すことができる. ここで vcenは 2体間の重心の速度である. 重心との相対速度を用い
ることによって, 重心の周囲の公転運動によるエネルギーを求めることができる. 一方, 軌
道角運動量Lは,

Li = mi

(
1 +

mi

m1

)
(ri × (vi − vcen)) (4.3.2)

と表される. この後で 2体近似をするので, ここでは惑星間のポテンシャルエネルギーは
無視している.

2体近似をして, 換算質量 µ = m1m2
m1+m2

とすると軌道長半径 aと離心率 eは

ai = −Gµ(m1 +mi)

2Ei
(4.3.3)

ei =

√
1−

L2
i

µ2(m1 +mi)aG
(4.3.4)

と表すことができる (7.3.2章参照).

本シミュレーションでは,惑星質量を全て 10−3M⊙に固定して初期惑星間軌道間隔を 1.25+

0.25k AU (k = 1, 5)と変えた計算と, 惑星間の初期軌道間隔を全て 2.5 AUして惑星質量
を k × 10−3M⊙ (k = 1, 5)と変えた計算をそれぞれ, 惑星の公転方向の初期位置を 3回変
えて計 30回の計算を行った. どの計算においても最も内側の惑星の初期位置は木星の位
置とし, 初期離心率はすべて 0とした.

4.4 シミュレーション結果

はじめに典型的な軌道長半径の時間変化を図 3に示す. ここでは惑星質量を 10−3M⊙ と
し, 惑星の初期位置は軌道間隔をそれぞれ 2 AUで一直線に並べた場合の結果を示してい
る. この系では 1つの惑星が系の外に放出され, 1番内側へと移動した惑星の軌道長半径は
初期の半分程度となった. 今回の数値計算ではすべての試行で同様の傾向が見られた. こ
の結果は先行研究 (Marzari & Weidenschilling 2002)でなされたものと同様である.今後
は計算開始から 1つの惑星が系の外へ放出されるまでのタイムスケールを軌道不安定まで
のタイムスケールとして用いることとする.
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図 3: 3つの惑星の重力相互作用による軌道長半径の時間変化

次に, 図 4に惑星質量を固定した場合の初期軌道間隔と軌道不安定になるまでのタイムス
ケールを示す. 図 4より, 初期軌道間隔が広いほど軌道不安定までのタイムスケールが長
くなる傾向を持つことが確認できる. これはChatterjee et al 2008 における結果と同様で
ある.

図 4: 惑星間の軌道間隔と軌道不安定までのタイムスケール

次に, 図 5に惑星初期軌道間隔を固定した場合の惑星質量と軌道不安定までのタイムスケー
ルを示す. 図 5より, 惑星質量が大きくなるほど軌道不安定になるまでのタイムスケール
が短くなる傾向を持つことがわかる.
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図 5: 惑星質量と軌道不安定までのタイムスケール

惑星間の重力相互作用の結果, 1つの惑星が系の外へと放出された直後に系に残った 2つの
惑星のうち内側のものの軌道長半径と離心率の分布を図 6に示す. 軌道長半径は 2–3 AU

のところに集中しており, 初期に最も内側に存在した惑星 (a ≃ 5 AU)の半分程度となっ
ている. また, 離心率は広く分布している.

図 6: 最終的に残った惑星の軌道長半径と離心率

スリングショットモデルでは内側の惑星が中心星の潮汐作用で円軌道化することを考えて
いるが, 太陽質量程度の中心星の場合, 近点距離 qが q < 0.05 AUでなければ潮汐力が作
用しない (Rasio & Ford 1996).今回の計算で得た近点距離の最小値は 0.5 AUであり, ホッ
トジュピターをつくることができない. 今回は計算法の取得が目標の 1つであることから,

簡単化した 2次元座標系での運動しか考えておらず, 軌道傾斜角を考慮するなどしてより
詳細な計算をしなければホットジュピター形成の可否は説明できない. しかしこの結果か
ら, スリングショットモデルで想定しているホットジュピターをつくるような軌道進化を
する確率は, 必ずしも高くはないといえるだろう.
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5 中心星の自転速度と惑星の関係

5.1 中心星が変形する潮汐効果による惑星の落下

ここでは中心星の潮汐変形による効果で惑星の軌道がどのように変化するかについて考察
する. 惑星がほぼ円軌道化した後に効くようになり, 中心星の自転運動と惑星の公転運動
の間で角運動量の交換が起こる. 系全体の力学的エネルギーと角運動量は次のようになる.

E = −Gµ(m1 +m2)

2a
+

1

2
I∗ω

2
∗ (5.1.1)

L = µ
√

(1− e2)(m1 +m2)aG+ I∗ω∗ (5.1.2)

ここで I∗, ω∗はそれぞれ中心星の慣性能率と自転角速度である. 式 (5.1.1)の両辺を時間
微分し, 惑星のケプラー角速度 Ωpを用いると,

Ė =
Gµ(m1 +m2)

2a2
ȧ+ I∗ω∗ω̇∗

=
1

2
µΩ2

paȧ+ I∗ω∗ω̇∗ (5.1.3)

となる. また, 式 (5.1.2)も同様に時間微分をすると,

L̇ =
1

2
µ

√
G(m1 +m2)

a3
aȧ+ I∗ω̇∗

=
1

2
µΩpaȧ+ I∗ω̇∗ (5.1.4)

となる. さらに角運動量保存則より L̇ = 0なので式 (5.1.4)から次の式を得る.

I∗ω̇∗ = −1

2
µΩpaȧ (5.1.5)

式 (5.1.5)を式 (5.1.3)に代入すると,

Ė = −1

2
µΩpaȧ(ω∗ − Ωp) (5.1.6)

となる. 潮汐散逸によって常に Ė < 0となるので ȧの符号は (ω∗ −Ωp)の符号によって決
まるということがわかる.

また, ケプラー速度が中心星の自転速度と等しくなる半径を共回転半径と呼ぶ. したがっ
て, 惑星が共回転半径より内側 (ω∗ < Ωp)にあるか外側 (Ωp < ω∗)にあるかで潮汐による
軌道半径の変化の向きが異なる.

図 7は潮汐力によって変形した中心星による惑星軌道変化への効果を示した概念図である.

右上の図は惑星が共回転半径より外側にある場合を示しており, ケプラー速度は外側領域
の方が遅いので, ここでは惑星の公転速度は中心星の自転速度よりも遅い. よって中心星
の潮汐バルジは惑星の公転方向に先行してできることになる. このため惑星は中心星の潮
汐バルジから公転を加速される方向の潮汐トルクを受ける. つまり角運動量を得ることに
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図 7: 中心星の潮汐変形による軌道進化の概念図 (井田茂 2003 を改変)

なるので軌道半径が大きくなる. 一方左上の図は惑星が共回転半径よりも内側にある場合
で, ここでは逆に潮汐バルジは惑星の公転に後続して生じる. よって惑星は公転にブレー
キをかけられ内側へと移動する.

2.3章で述べた惑星落下モデルでは, 惑星落下のブレーキとしてこの潮汐効果が考えられて
いる. このモデルでは惑星は外から移動してくるので, 共回転半径に近づくと軌道半径を
大きくする方向に働く潮汐トルクが強くなり, やがて移動が止まると考えられている.

以上のことから共回転半径よりも内側に存在するホットジュピターは中心星へと落下して
しまうため, ホットジュピターが持続的に存在するためには共回転半径よりも外側にある
ことが必要となる.

5.2 惑星の軌道変化に伴う中心星の自転速度の変化

スリングショットモデルでは最初に木星と同程度の軌道長半径を持つ惑星を仮定し, その
惑星がホットジュピターへと変化する. その際, 惑星は角運動量を失って軌道長半径が小さ
くなる. 惑星間の重力相互作用による軌道変化は軌道長半径を半分程度にまで小さくする
ことが可能であり, その際の角運動量減少量は主に外側へと移動する惑星が請け負う. し
かし, そこからさらに内側 (軌道長半径 a < 0.1程度)へと移動する際の角運動量の減少は
中心星が請け負うことになる. ここでは惑星の軌道変化に伴う中心星の自転周期の変化を
見積もる.

質量mの惑星の軌道長半径, 離心率がそれぞれ a0から a1, e0から e1へと変化した場合を
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考える. 質量M の星を中心とした角運動量の減少量を∆Lとすると,

∆L = m

(√
GMafin(1− e2fin)−

√
GMaini(1− e2ini)

)
(5.2.1)

となる (7.3.1章参照).

中心星の自転角速度の変化∆ω∗は以下のようになる,

∆ω∗ =
∆L

I
(5.2.2)

ここで I は中心星の慣性能率である.

初期に周期 10日で自転している中心星が惑星の軌道進化の影響でどれほどの自転周期に
なるかを見積もる. 初期に軌道長半径と離心率がそれぞれ aini = 2.5 AU(木星の約半分),

eini = 0.98の惑星が, 最終的にそれぞれ afin = 0.02 AU, efin = 0となる場合を考えると,

中心星の自転周期 Protは, 以下のようになる.

Prot ≃ 2.2

(
I

MR2

0.059

)(
M

M⊙

)1/2( m

mJ

)−1

日 (5.2.3)

図 8は太陽と同様の恒星の自転周期と年齢の関係を示したものであり, 緑の点はホットジュ
ピターを持つ恒星, 青の点はホットジュピターを持たない恒星を示している. 図 8より,

ホットジュピターを持つ恒星はそうでない恒星よりも自転周期が短くなる可能性が示唆さ
れる. 惑星がホットジュピターへと軌道進化する効果はこの傾向の原因の 1つとして考え
られる.

図 8: 恒星の年齢と自転周期　青い点は太陽と同タイプの恒星 ( Mamajek & Hillenbrand

2008 より年齢のデータを, Baliunas 1996, Noyes et al. 1984 より自転周期のデータを引
用), 緑の点はホットジュピターを持つ恒星 (Lanza 2010 よりデータを引用)を示す
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5.3 恒星風による恒星の自転速度の変化

星間空間において水素とヘリウムの密度が高く, 水素が主に水素分子として存在している
領域を分子雲と呼び, その中でも特に密度の高い部分を分子雲コアと呼ぶ. 自己重力によっ
て分子雲ガスは収縮していき, その中心に恒星が形成される. 一方, 分子雲はゆっくり回
転しており回転軸に垂直な方向には遠心力が効くため, 遠心力と重力が釣り合う点より内
側へは直接収縮できない. そのため形成期の恒星の周りにはガス円盤も同時に形成される.

このとき角運動量の保存のために分子雲コアの収縮とともに回転速度が大きくなっていく.

恒星の初期段階であるT-タウリ型星の自転周期は 8日周辺に集中している (Bouvier et al.

1993). そして時間と共に恒星の自転角速度は遅くなっていく. 図 8を見ると, 年齢と自転
周期に強い相関が認められる. このような恒星の自転周期の年齢に伴う増加は, 恒星風を
通した角運動量の放出によると考えられている.

惑星軌道半径を r, 中心星質量をM , 中心星の自転周期を T とすると, 惑星のケプラー速度
Ωpは Ωp =

√
GM/r3であり, 中心星の自転角速度Ω∗は Ω∗ = 2π/T なので共回転半径 rc

は以下のように表すことができる.

rc =

(
T

2π

)2/3

(GM)1/3 (5.3.1)

共回転半径は中心星の自転角速度が遅いほど大きい. つまり恒星の年齢に伴って共回転半
径が大きくなっていくと考えられる.

5.4 中心星の年齢と惑星の軌道長半径

惑星が共回転半径よりも内側に存在すると潮汐の効果で中心星へと落下してしまうことと,

恒星の自転速度は次第に遅くなっていき共回転半径が大きくなっていくことから, 年齢の
高い恒星はホットジュピターを保持しにくいという仮説を立てられる.

図 9は発見された系外惑星の軌道長半径とその中心星の年齢の関係を示したものである.

軌道長半径が a < 0.04 AUの系では中心星の年齢の平均が 2.75 年で標準偏差が 2.30であ
るのに対し, a ≥ 0.04 AUの系ではそれぞれ 4.92年, 3.06である. これを見ると軌道長半径
が約 0.04 AUより小さい惑星は中心星の年齢が低いところに集中する傾向が確認できる.

しかし, この中には年齢が 60億年を超える系も 3つ見られる. 中心星の潮汐変形による軌
道進化のタイムスケール τaは τa ∝ (m

1/2
∗ /mp)となる (Murray & Dermott 1999). 図 10

は軌道長半径が 0.04 AU以下の惑星を持つ系における, 中心星の年齢と (中心星質量)1/2/

惑星質量比の関係を示したものである. 赤い丸がついているものは図 9と対応している.

図 10を見ると年齢が高い星が軌道長半径の小さい惑星を持つ系では (中心星質量)1/2/惑
星質量比が高いということがわかる. つまり, このような系では中心星の潮汐変形による
軌道進化のタイムスケールが大きいため, ホットジュピターが残っていると考えられる. こ
のことを考慮すると図 9は年齢が高い星はホットジュピターを保持しにくいという仮説を

graduation-thesis.tex 2011/04/18(岡澤 直也)



5 中心星の自転速度と惑星の関係 18

支持するものとなる.

年齢の高い恒星はホットジュピターを保持しにくいという仮説は, 恒星の自転速度が年齢
と共に遅くなっていくという過程の下に説明できる. つまり, 年齢が高い段階の恒星では
惑星からの角運動量輸送によるスピンアップよりも, 恒星風を通したスピンダウンの方が
効果的に効くと言える. このことから, 恒星の潮汐によって生じるホットジュピターへの
軌道変化は恒星の年齢に対して十分短いタイムスケールで生じると考えられる.

図 9: 発見された系外惑星の軌道長半径と中心星の年齢 (Schneider 2011よりデータを引用)

図 10: a < 0.04 AUの惑星を持つ恒星の, 年齢と (中心星質量)1/2/惑星質量比 (Schneider

2011よりデータを引用)
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6 まとめ

スリングショットモデルでは, 太陽系標準モデルと同様に氷形成領域に円軌道を持って形
成された複数の巨大惑星が, 互いの重力相互作用によって軌道を乱す. その結果, 近点が中
心星に近い楕円軌道を持つ惑星へと軌道進化する. その惑星は中心星の潮汐作用で軌道長
半径を小さくしながら円軌道化され, ホットジュピターが形成される.

3つ以上の巨大惑星が同じ系に存在するとき, 惑星同士の重力相互作用によって互いの軌
道を乱し, 1つの惑星が系の外に放出されることで安定化することが数値計算によってわ
かった. しかし, 今回の計算では内側に残った惑星の近点距離が, 中心星の潮汐作用を受け
るほど近くはならなかった. このことから, スリングショットモデルで想定しているホット
ジュピターをつくるような軌道進化をする確率は必ずしも高くはないということがいえる.

楕円軌道を持つ惑星が中心星の潮汐効果によって円軌道化する過程では, 惑星の変形によ
る効果が有効となる. 潮汐力による惑星の変化は中心星に近いときにのみ生じるので, 変
形に伴う摩擦によるエネルギー散逸によって軌道が変化する. この変化で軌道長半径を著
しく減少させ, 円軌道化することがわかった.また, 惑星の円軌道化に際して, 中心星へと
角運動量の輸送がなされるため, ホットジュピターを持つ恒星は自転周期が短くなる可能
性がある.

惑星が円軌道化した後は, 中心星の潮汐変形の効果が有効となる. ここでは惑星が共回転
半径よりも内側にあるか, 外側にあるかで移動の方向が異なる. 共回転半径よりも内側に
ある惑星は内側へ, 外側にある惑星は外側へと移動する. また, 共回転半径は中心星の自転
周期が長いほど大きくなる.

恒星は年齢と共に自転周期が長くなるため, 共回転半径は大きくなる. このため軌道長半径
が小さい惑星は共回転半径の内側に存在することになり, 中心星へと落下してしまう. よっ
て, 年齢の高い恒星はホットジュピターを保持しにくいと考えられる. また, 同時にこのこ
とから, 年齢の高い段階の恒星では自転周期が遅くなっていることがわかり, 中心星の潮汐
作用による軌道進化のタイムスケールは恒星の年齢よりも十分短いということがわかる.
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7 APPENDIX

7.1 ヒル半径

ヒル半径は重力圏半径とも呼ばれ, 惑星の重力が中心星の重力よりも優勢になっている範
囲を示す. 中心星と惑星の距離を r, 中心星の物理半径をR, 中心星と惑星の質量をそれぞ
れM∗, Mp, ケプラー速度をΩK とする. 中心星と惑星の間に惑星から距離 aのところに質
量mの物体を置く. 惑星からヒル半径の距離に置いた物質には力が釣り合うので, 力のつ
りあいの式は次のようになる.

GM∗m

(R− a)2
=

GMpm

a2
+m(R− a)Ω2

K (7.1.1)

ここで Ω2
K = GM∗

r3
を代入すると,

GM∗m

(r − a)2
=

GMpm

a2
+

Gm(r − a)M∗
r3

(7.1.2)

(r − a)−2を１次までテイラー展開すると,

1

(r − a)2
≃ 1

r2
+

2a

r3
(7.1.3)

となるので,
M∗
r2

+
2aM∗
r3

=
Mp

a2
+

M∗
r2

− aM∗
r3

(7.1.4)

a = r

(
Mp

3M∗

) 1
3

(7.1.5)
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7.2 楕円の式

図 11: 楕円の極座標表示 (東京大学教養学部 2007年度冬学期 宇宙科学 II (海老沢) 講義
ノート )

惑星は中心星の周りを楕円軌道で回転している. そこで, 惑星の位置を楕円の方程式を用
いて表すことが有用である. ここでは楕円の方程式の導出を行う. F’Pの長さを r′とする
と, △ FF’Pにおいて余弦定理より

r′2 = r2 + (2ae)2 + 2(2ae)r cosϕ (7.2.1)

ここで r′ = 2a− rを代入すると

r(1 + e cosϕ) = a(1− e2) (7.2.2)

また, △ FF’Cにおいて三平方の定理より

a(1− e2) = l (7.2.3)

式 (7.2.2)を式 (7.2.1)に代入すると

r =
l

1 + e cosϕ
(7.2.4)

となり, これが焦点を原点とした極座標における楕円の式である. また, l, eはそれぞれ半
直弦, 離心率である.

7.3 軌道エネルギーと角運動量

7.3.1 中心星を原点とした場合

中心星の潮汐効果による軌道要素 (a, e)の変化はエネルギーの潮汐散逸と, 中心星との角
運動量の輸送によって起こる. そのため, 軌道要素の時間変化を知るためには軌道エネル
ギーと角運動量を軌道要素の関数として扱うことが必要となる. ここでは中心星を原点と
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した場合の, 惑星の軌道エネルギーと角運動量を導出する.

軌道エネルギーEは運動エネルギーとポテンシャル・エネルギーの和で表される.

E =
m

2
(v2r + v2θ)−

GMm

r

=
m

2

(
dr

dt

)2

+

(
r
dθ

dt

)2

− GMm

r
(7.3.1)

mは惑星質量, vrは r方向の速度, vθは θ方向の速度を表す.

ここで角運動量 L = mr2 dθdt とすると,

E =
m

2

(
dr

dt

)2

+
L2

2mr2
− GMm

r
(7.3.2)

d
dt =

dθ
dt

d
dθ = L

mr2
d
dθ なので,

E =
m

2

(
L

mr2
dr

dθ

)2

+
L2

2mr2
− GMm

r
(7.3.3)

ここで u ≡ 1/rとすると,

E =
L2

2m

(
du

dθ

)2

+
L2u2

2m
−GMmu (7.3.4)

2mE

L2
=

(
du

dθ

)2

+

(
u− GMm2

L2

)2

− G2M2m4

L4
(7.3.5)

dθ = ± du√
2mE
L2 −

(
u− GMm2

L2

)2
+ G2M2m4

L4

(7.3.6)

積分公式
∫

dx
(a2−x2)

= arccos
(
x
a

)
を用いて

θ = ± arccos
u− GMm2

L2√
2mE
L2 + G2M2m4

L4

(7.3.7)

両辺の cosをとると

cos θ =
u− GMm2

L2√
2mE
L2 + G2M2m4

L4

(7.3.8)

よって

r =
L2

GMm2

1 +
√
1 + 2EL2

G2M2m3 cos θ
(7.3.9)

ここで l ≡ L2

GMm2 , e ≡
√

1 + 2EL2

G2M2m3 とすると

r =
l

1 + e cos θ
(7.3.10)
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となりこれは焦点を原点とした極座標における楕円の式である. ここでは中心星を原点と
しているので, 中心星を焦点とした楕円軌道を表す. l, eはそれぞれ半直弦, 離心率である.

また, 楕円の式において軌道長半径 a = l
1−e2

となるので l, eを代入すると

E = −GMm

2a
(7.3.11)

また, e ≡
√

1 + 2EL2

G2M2m3 なので

L = m
√

(1− e2)aGM (7.3.12)

7.3.2 重心を原点とした場合

２体問題を考えるとき, 換算質量を用いると１体問題のように扱うことができて有用であ
る. ここでは重心系座標において, 系全体の軌道エネルギーと重心の周りを周る角運動量
を導出する. 中心星の質量, 位置ベクトルをそれぞれm1, r1, 惑星の質量, 位置ベクトル
をそれぞれをm2, r2とすると, 重心ベクトルR, 相対ベクトル rをそれぞれ以下のように
なる.

R =
m1r1 +m2r2

m1 +m2
(7.3.13)

r = r1 − r2 (7.3.14)

まず, 中心星と惑星が重心の周りを周る角運動量を導出する. 重心からの位置 r′1, r
′
2は式

(7.3.13), (7.3.14)より

r′1 = r1 −R =
m2

m1 +m2
r (7.3.15)

r′2 = r2 −R =
m1

m1 +m2
r (7.3.16)

よって重心の周りを回る角運動量Lは

L = r′1 ×m1
dr′1
dt

+ r′2 ×m2
dr′2
dt

=
m1m2

m1 +m2
r × dr

dt

= µr × dr

dt
(7.3.17)

次に軌道エネルギー Eを導出する. 式 (7.3.13), (7.3.14)より

r1 = R+
m2

m1 +m2
r (7.3.18)

r2 = R− m1

m1 +m2
r (7.3.19)

Eは運動エネルギーとポテンシャル・エネルギーの和で表されるので, ポテンシャルエネ
ルギーを V とすると系全体の軌道エネルギーは

E =
1

2
(m1ṙ

2
1 +m2ṙ

2
2) + V (r1 − r2) (7.3.20)
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式 (7.3.18), (7.3.19)より

ṙ21 = Ṙ2 +
2m2

m1 +m2
Ṙṙ +

m2
2

(m1 +m2)2
ṙ2 (7.3.21)

ṙ22 = Ṙ2 +
2m1

m1 +m2
Ṙṙ +

m2
1

(m1 +m2)2
ṙ2 (7.3.22)

E =
m1 +m2

2
Ṙ2 +

m1m2

(m1 +m2)
ṙ2 − Gm1m2

r
(7.3.23)

重心座標系を考えるので Ṙ = 0とする. よって換算質量µ ≡ m1m2/(m1+m2)を用いると

E = µṙ2 − Gm1m2

r

=
µ

2
(v2r + v2θ)−

Gm1m2

r

=
µ

2

(
dr

dt

)2

+

(
r
dθ

dt

)2

− Gm1m2

r
(7.3.24)

となる. vrは r方向の速度, vθは θ方向の速度を表す.

最後に軌道エネルギー Eと角運動量 Lを軌道要素 a, eであらわすために式を変形してい
く. なお, ここでは全系の重心を原点としているので, 軌道要素も重心を焦点としたものと
なる. 前章と同様の変形を施していくと以下のようになる.

E = −Gµ(m1 +m2)

2a
(7.3.25)

L = µ
√

(1− e2)(m1 +m2)aG (7.3.26)

7.4 打ち切り誤差

x(t+∆t)をテイラー展開すると,

x(t+∆t) = x(t) + ∆t
dx(t)

dt
+

∆t2

2

d2x(t)

dt2
+

∆t3

6

d3x(t)

dt3
+… (7.4.1)

　　　　　　 =
∞∑
n=0

∆tn

n!

dnx(t)

dtn
(7.4.2)

となるが, 実際に計算を行う場合には無限大まで足し合わせることはできないのでどこか
で計算を打ち切ることになる. その際に生じる誤差が打切り誤差である. 例えばオイラー
法を用いた計算の場合, ∆t2以降の項を打ち切っているので誤差の大きさは O(∆t2)とな
りO(∆t)の項まではテイラー展開と一致する. このためオイラー法は時間刻み幅に対して
1次の精度を持つということがわかる. また, 4次のルンゲクッタ法は名前の通り 4次の精
度を持っている. 一方, エルミート法では位置については 5次の精度を持っており, 速度に
ついては 4次の精度を持っている.
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7.4.1 4次のルンゲクッタの精度の証明

4次のルンゲクッタ法は時間刻み幅に対して 4次の精度を持っており, それを以下で確認
する.

k1, k2, k3, k4をそれぞれ∆t, x, f を用いて表すと,

k1 = f(x) (7.4.3)

k2 = f

(
x+

1

2
k1∆t

)
= f

(
x+

1

2
f(x)∆t

)
= f(x) + f ′(x)

(
1

2
f(x)∆t

)
+

1

2
f ′′(x)

(
1

2
f(x)∆t

)2

+
1

6
f ′′′(x)

(
1

2
f(x)∆t

)3

+O(∆t4)

= f(x) +
1

2
f(x)f ′(x)∆t+

1

8
f2(x)f ′′(x)∆t2

+
1

48
f3(x)f ′′′(x)∆t3 +O(∆t4) (7.4.4)

k3 = f

(
x+

1

2
k2∆t

)
= f(x) + f ′(x)

(
1

2
k2∆t

)
+

1

2
f ′′(x)

(
1

2
k2∆t

)2

+
1

6
f ′′′(x)

(
1

2
k2∆t

)3

+O(∆t4)

= f(x) +
1

2
f ′(x)

(
f(x) +

1

2
f(x)f ′(x)∆t+

1

8
f2(x)f ′′(x)∆t2

)
∆t

+
1

8
f ′(x)

(
f(x) +

1

2
f(x)f ′′(x)∆t

)2

∆t2 +
1

48
f ′′′(x)(f(x))3∆t3 +O(∆t4)

= f(x) +
1

2
f(x)f ′(x)∆t+

[
1

4
f(x)(f ′(x))2 +

1

8
f2(x)f ′′(x)

]
∆t2

+

[
3

16
f ′(x)f ′′(x)(f(x))2 +

1

48
f3(x)f ′′′(x)

]
∆t3 +O(∆t4) (7.4.5)

k4 = f(x) + f(x)f ′(x)∆t+

[
1

2
f(x)(f ′(x))2 +

1

2
f2(x)f ′′(x)

]
∆t2

+

[
1

4
f(x)(f ′(x))3 +

5

8
f2(x)f ′(x)f ′′(x) +

1

6
f3(x)f ′′′(x)

]
∆t3 +O(∆t4)(7.4.6)

よって x(t+∆t)は次のようになる.

x(t+∆t) = x(t) + (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)
∆t

6

= x(t) + f(x)∆t+
1

2
f(x)f ′(x)∆t2 +

1

6
[(f(x))2f ′′(x) + f(x)(f ′(x))2]∆t3

+
1

24
[(f(x))3f ′′′(x) + 4(f(x))2f ′(x)f ′′(x) + f(x)(f ′(x))3]∆t4

+O(∆t5) (7.4.7)
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ここで以下の合成関数の積分公式を用いる.
d
dtf(x(t)) = f ′ dx

dt = ff ′

d2

dt2
f(x(t)) = d

dt(ff
′) = f(f ′)2 + f2f ′′

d3

dt3
f(x(t)) = d

dt(f(f
′)2 + f2f ′′) = f(f ′)3 + 4f2f ′f ′′ + f3f ′′′

(7.4.8)

式 (7.4.8)を式 (7.4.7)に代入すると,

x(t+∆t) = x(t) + f(x)∆t+
1

2

df(x)

dt
∆t2

+
1

6

d2f(x)

dt2
∆t3 +

1

24

d3f(x)

dt3
∆t4 +O(∆t5) (7.4.9)

となる. これは∆t4の項までのテイラー展開と一致する. よって 4次のルンゲクッタ法は
4次の精度を持っているということが確認できた.

7.5 多項式補間

f(x)を以下のように近似する.

Si(x) = A0 +A1x+A2x
2 + · · ·+Anx

n (7.5.1)

ここである区間 [a, b]を [xi−1, xi] (i = 1, 2, · · ·n)の部分区間に分け, x0, x1, · · ·, xnを格子
点とする. 各格子点での f(x)の値が与えられている場合, A0, A1, · · ·Anを決定することが
できる. このようにすると f(x)を格子点間でも定義することができる.

特にエルミート補間は各格子点における f(x)と f ′(x)が与えられている場合であり, 2n+2

個の値が定まっているため, A2n+1まで決定することができる.

7.5.1 加速度の高度展開係数

ai(ti)を以下のような 3次多項式 Siで補間する.

Si(ti) = A0 +A1ti +A2t
2
i +A3t

3
i (7.5.2)

ここで ti = i∆tとする. 式 (7.5.2)が ai(ti)を補間しているということは次の関係が成り
立つ.

Si(ti) = ai(ti) (7.5.3)

Ṡi(ti) = ȧi(ti) (7.5.4)

式 (7.5.2), (7.5.3)に i = 0, 1を代入すると, それぞれ

a0 = A0 (7.5.5)

a1 = A0 +A1∆t+A2∆t2 +A3∆t3 (7.5.6)
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式 (7.5.2), (7.5.4)に i = 0, 1を代入すると, それぞれ

ȧ0 = A1 (7.5.7)

ȧ1 = A1 + 2A2∆t+ 3A3∆t2 (7.5.8)

となる.

式 (7.5.5), (7.5.6), (7.5.7), (7.5.8)をA0, A1, A2, A3について解くと,

A0 = a0 (7.5.9)

A1 = ȧ0 (7.5.10)

A2 =
−3(a0 − a1)−∆t(2ȧ0 + ȧ1)

∆t2
(7.5.11)

A3 =
2(a0 − a1) + ∆t(ȧ0 + ȧ1)

∆t2
(7.5.12)

となる.

また, a(t+∆t)をO(∆t3)の項までテイラー展開すると

a(t+∆t) ≃ a(t) +
da(t)

dt
∆t+

1

2

d2a(t)

dt2
∆t2 +

1

6

d3a(t)

dt3
∆t3 (7.5.13)

となり, t = 0を代入すると,

a(∆t) ≃ a0 +
da0
dt

∆t+
1

2

d2a0
dt2

∆t2 +
1

6

d3a0
dt3

∆t3 (7.5.14)

よって,

d2a0
dt2

= 2A2 =
−6(a0 − a1)−∆t(4ȧ0 + 2ȧ1)

∆t2
(7.5.15)

d3a0
dt3

= 6A3 =
12(a0 − a1) + 6∆t(ȧ0 + ȧ1)

∆t3
(7.5.16)
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