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要 旨

本論文は Murray and Dermott (1999):Solar System Dynamics.Cambridge University

Press の中の，天体における潮汐と自転による変形と，それによる衛星の内部構造の推
定方法について論じた 4節 Tides, Rotation, and Shapes 4.1～4.7のレビューである．衛
星の内部構造を理解するための方法を学ぶために，他の天体から受ける潮汐と自らの自
転による変形から衛星の内部構造の推定するまでの流れをまとめた．また同書 4.1～4.7

節の全訳を巻末に沿える．

ある天体において，潮汐は他の天体によって働く重力の地理的な違いによって引き起
こされる．例えば，衛星を持つ惑星を考えると，惑星の衛星に面している側の面に働く
重力は衛星から遠い側の面に働く重力より大きい．太陽系を形作っている天体は剛体で
はないので，天体には潮汐バルジ (潮汐によるふくらみ)が生じる．

天体は自らの自転によっても変形し，遠心力により極がつぶれた形になる．変形の程
度は偏平率によって表される．この自転変形には潮汐変形の解析結果が直接適用できる．

天体の変形の大きさは内部の密度分布に依存して変化する．このことから，変形の大
きさを測定することによって，内部構造を推定することができる．2種類の方法につい
て述べる．1つ目は重力場のデータからDarwin-Radau relation によって慣性能率を求
める方法．2つ目は同期自転する太陽系の衛星における三軸楕円体の形状の測定による
方法である．

木星のガリレオ衛星は，1990年代後半ガリレオ探査機によって得られたデータによ
り，内部構造についての理解が進んだ．今後の惑星探査計画によって新たなデータがそ
ろい，内部構造の理解も進んでいくことが期待される．
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1 はじめに

1.1 目的

衛星の内部構造を知ることは，衛星自体にとどまらず，その母惑星と衛星系の進化，
さらには太陽系の起源と進化の理解につながる．濃い大気をもつ土星の衛星のタイタン
や，木星の衛星で火山活動のあるイオ，氷の地殻の下に液体の水の存在が予測されるエ
ウロパなど，そのシステムとの比較から，地球のシステムの理解も進むと考えられる．

惑星や衛星の内部構造の推定には，その利用できる観測情報の種類によっていくつか
の方法がある．もっとも直接的な方法は地震波を用いる方法だが，この種の観測が行わ
れているのは地球と月のみである．探査機によって得られる観測情報は限られたもので
あるため，他の惑星や衛星の内部構造の推定は，より間接的な方法に頼らざるを得ない．

惑星探査が進んだ現在での観測情報には，形状，重力場，磁場，地殻物質の組成，大
気組成などがある．本論文では，重力場を用いた方法と，形状を用いた方法の，2種類
の内部構造の推定方法について議論する．今後の惑星探査によってこれらのデータが得
られ，内部構造の理解が進むことが期待されるからである．

1.2 本論文の構成

本論文はMurray and Dermott (1999):Solar System Dynamics.Cambridge University

Press (以下 MD1999)の中の，天体における潮汐と自転による変形，それによる衛星の
内部構造の推定を論じた 4節 Tides, Rotation, and Shapes 4.1～4.7のレビューである．
衛星の内部構造を理解するための方法を学ぶために，他の天体から受ける潮汐と自らの
自転による変形から衛星の内部構造の推定するまでの流れをまとめた．また同書 4.1～
4.7節の全訳を巻末に沿える．詳細な計算過程等はそちらを参照されたい．

本論分の構成を紹介するにあたり，衛星の内部構造を推定する流れをつかむため，2

つの方法について以下にそのチャートを示す．
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―重力場の解析とDarwin-Radau relation を用いた方法―

潮汐による変形 (2節) + 自転による変形 (3節)

‖
天体の変形

↓

重力場が変化

↓

解析により J2(自転変形における内部の質量分布の影響)を得る

↓

Darwin-Radau relation を用いて慣性能率を推定 (4.2節)

↓

核の密度 (ρ)を仮定　→　マントルの密度 (σ)，
　　　　　　　　　　　　　　　　核と天体の半径比 (A/B)を得る

―同期自転する衛星における形状の測定を用いた方法―

潮汐による変形 (2節) + 自転による変形 (3節)

‖
衛星の変形

↓

探査機によって形状を測定

↓

Hh(潮汐変形における内部構造の影響)が求まる (4.3節)

↓

核の密度 (ρ)を仮定　→　マントルの密度 (σ)，
　　　　　　　　　　　　　　　　核と天体の半径比 (A/B)を得る
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太陽系の衛星は潮汐力と自転による力の，両方の影響で変形している．まずこの後の
2節で，ある天体が他の天体から受ける潮汐によって起こる変形である潮汐変形につい
て述べる．

3節では，天体の自転による変形である自転変形について述べる．潮汐変形について
導かれた解析結果の多くは，自転変形にも直接適用できる．

4節では，内部構造の推定方法について述べる．天体の変形の大きさは内部の密度分
布に依存して変化する．このことから，変形の大きさを測定することによって，内部構
造を推定することができる．まず内部構造の制約条件を整理したあと，具体的に 2種類
の方法について述べる．1つ目は重力場のデータからDarwin-Radau relation によって
慣性能率を求める方法．2つ目は同期自転する太陽系の衛星における三軸楕円体の形状
の測定による方法である．

5節では，以上の理論によって得られる衛星の内部構造モデルを求める．また，その
モデルから得られる各衛星の特徴について述べる．

6節では，以上の理論のまとめと，今後の展望について述べる．

巻末に，MD 1999 4.1～4.7節の全訳を沿える．
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2 潮汐による変形

2.1 潮汐とは

ある天体において，潮汐は他の天体によって働く重力の地理的な違いによって引き起
こされる．例えば，衛星を持つ惑星を考えると，惑星の衛星に面している側の面に働く
重力は，衛星から遠い側の面に働く重力より大きい．この惑星の各点で異なる重力と，
惑星の中心に働く重力との差が潮汐力である．太陽系を形作っている天体は剛体ではな
いので，天体には潮汐バルジ (潮汐によるふくらみ)が生じる．

地球には海があるので，潮汐バルジは潮の満ち引きによって観察できる．地球以外の
太陽系の天体には海が無く，このような潮汐の大きさの測定は地球以外では不可能であ
る．自転による変形と組み合わせて潮汐変形を見積もることになる．

2.2 潮汐力

質量mpの惑星を質量msの衛星が周回する場合を考え，惑星に潮汐力がどのように
及ぼされるかを見ていく．惑星と衛星を質点と考えると，2点間に働く万有引力の大き
さ 〈F〉は

〈F〉 = Gmpms

r2
(2.1)

となる．ここで rは 2点間の距離である．惑星と衛星がその共通の重心のまわりに円運
動しているとする (図 2.1)．惑星の中心 P1の軌道は重心C1を中心とする半径 apの円軌
道で表されている．

自転を無視すると，惑星を形作る全ての点は，公転運動に伴って大きさと方向が等し
い共通の遠心力を受ける．しかし，衛星から受ける引力Fは各点においてそれぞれ違う
(図 2.2)．共通の遠心力は万有引力 〈F〉に等しく

〈F〉 =遠心力 6= F (2.2)

となり，惑星を変形させる潮汐力Ftidalは次のように定義される．

Ftidal = F− 〈F〉 (2.3)
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図 2.1: 惑星と衛星はその共通重心を中心に円軌道をとる．重心からとった半長軸はそ
れぞれ ap,asであり，衛星軌道の惑星からとった半長軸は a = ap + asである．(MD 1999

より)

図 2.2: 惑星の全ての点は等しい半径 apの円を描くが，中心は異なる．P1,P2はそれぞ
れC1,C2を中心とした円を描く．(MD 1999 より)
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2.3 潮汐ポテンシャル

潮汐力を記述するポテンシャルを潮汐ポテンシャルという．衛星を持つ惑星の表面の
点 P における重力ポテンシャル V について考えてみよう．ここでは衛星は質点として
扱う．

V = −Gms

∆
(2.4)

ここで，∆は P と衛星の中心との距離である（図 2.3）．余弦定理より

∆ = a

[
1− 2

(
Rp

a

)
cos ψ +

(
Rp

a

)2
] 1

2

(2.5)

となる．ここでψはふたつの天体の中心を結んだ線からとった点Pの余緯度である．ほ
とんどの場合 Rp/a ¿ 1 である．例えば，地球の赤道半径は 6,378 kmであり，月軌道
の半長軸は 384,400 kmである．よって，式 (2.5)を式 (2.4)に入れて展開し高次の項を
無視すると

　 V = −Gms

a

[
1 +

(
Rp

a

)
cos ψ +

(
Rp

a

)2 1

2
(3 cos2 ψ − 1) + · · ·

]
(2.6)

≈ V1 + V2 + V3

となる．

式 (2.6)の第 1項，V1 = −G(ms/a)，は定数であり，点 Pの座標についてとった V1

の勾配はゼロであることからこの項は点 Pに何の力も及ぼさない．式 (2.6)の第 2項，
V2 = −G(ms/a

2)Rp cos ψ，は点P にある粒子が円軌道を描くのに必要な力を与え，実際
に計算すると

− ∂V2

∂(Rp cos ψ)
= Gms

a2
=
〈F〉
mp

(2.7)

図 2.3: 惑星の半径Rp，衛星の半長軸 a，惑星の表面上の点P から衛星までの距離∆と
の関係を示す．点線は等ポテンシャル面 V2 = −G(ms/a

2)Rp cos ψ = constantを示す．
(MD 1999 より)
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となる．式 (2.6)の第 3項による惑星表面のポテンシャルは以下のように書ける．

V3(ψ) = −Gms

a3
R2

pP2(cos ψ) (2.8)

ここで

P2(cos ψ) =
1

2
(3 cos2 ψ − 1) (2.9)

は，引き数を cos ψとする 2次のルジャンドル多項式である（巻末，全訳A.3節参照）．
潮汐力をポテンシャルから導くと

Ftidal

mp

=
F

mp

− 〈F〉
mp

= −∇V − 〈F〉
mp

≈ −∇V3(ψ) (2.10)

であるので，V3(ψ)は潮汐を引き起こす潮汐ポテンシャルであるということがわかる．潮
汐ポテンシャル V3(ψ)を整理して

　 V3(ψ) = ζgP2(cos ψ) (2.11)

と書くことができる．ここで

ζ =
ms

mp

(
Rp

a

)3

Rp (2.12)

であり，また，
g = Gmp

R2
p

(2.13)

は惑星における，重力加速度，表面重力である．ζP2(cos ψ)は惑星表面の各余緯度ψに
おける，平衡潮汐の大きさを表す．平衡潮汐とは，剛体球の惑星を密度ゼロの浅い海が
覆う場合に，海に生じる潮汐の大きさである．

式 (2.12)より，地球における太陽と月による潮汐の大きさの比率はどんな場合でも

mSun

mMoon

(
aMoon

aSun

)3

≈ 0.46 (2.14)

となる．月によって地球に起こる平衡潮汐の大きさは ζ = 0.36 m，一方太陽によって起
こる平衡潮汐は ζ = 0.16 mである

また，P2(cos ψ)はψ = 0, πのとき最大であり，ψ = π/2, 3π/2のときに最小になるこ
とに注目すると，地球は 24時間で 1回自転するので，このことから月によって地球に
満潮と干潮がほぼ 1日に 2回起こることがわかる．
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図 2.4: 平均半径A，密度 ρの変形した核と，それを覆う平均半径B，密度 σの変形し
た海をを持つ惑星のモデル．半径A，Bの円は点線で表されている．(MD 1999 より)

2.4 潮汐変形

他の天体により生じる潮汐力により，天体は変形する．この潮汐変形について考えて
いこう．均質で非圧縮な密度 σの流体の海と，均質で非圧縮な平均半径A，密度 ρ，剛
性率 µの固体の核から成る平均半径Bの惑星を考える．(図 2.4)．剛性率 µとはせん断
応力下でのせん断ひずみの弾性率であり，ずれ弾性とも呼ばれ，単位ずれを起こすため
の応力の大きさである．

2.3節であったように，潮汐ポテンシャルは 2次のルジャンドル多項式によって記述
されるので，惑星の変形もそれによって記述される．また潮汐ポテンシャルは角度ψに
のみ依存し，それぞれ核の境界 (core boundary)Rcbと海面 (ocean surface)Rosを以下の
ように表す．

　　Rcb(ψ) = A[1 + S2P2(cos ψ)] (2.15)

　　Ros(ψ) = B[1 + T2P2(cos ψ)] (2.16)

ここで，S2と T2はそれぞれ変形の大きさを表す定数である．S2と T2決めるには S2と
T2の間の関係式が 2つ必要だが，(i)静的な海の表面は等ポテンシャル面である条件と
(ii)核の平均境界に生じる全ての力が平衡する条件を用い，S2と T2の間の関係式を 2つ
求めることができる．

(i) 静的な海面と等ポテンシャル面の一致
　まず，S2と T2の間の関係式の 1つ目を求める．海面のポテンシャル Vos(r, ψ) は，衛
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星による潮汐ポテンシャル，海によるポテンシャル，核によるポテンシャルの和である．
総ポテンシャルへの海と核の寄与は，海に覆われた惑星による内側のポテンシャルを計
算することと，密度 ρ− σ(核と海の密度の違いと等しい)の固体の核による外側のポテ
ンシャルを加えることによって得られる．よって，Vos(r, ψ) は以下のように表せる．

Vos(r, ψ) = −ζgP2(cos ψ)− 4

3
πB2σG

(
1− 2

5
T2P2(cos ψ)

)

−4

3
π

A3

B
(ρ− σ)G

(
1− T2P2(cos ψ) +

3

5

(
A

B

)2

S2P2(cos ψ)

)
(2.17)

この式のψによらない項は，圧縮力だけを引き起こす．核と海を非圧縮としたから，こ
れらの項は惑星の形を決めるのに何の影響も及ぼさないので，無視できる．また，海面
が等ポテンシャル面なので，ψに依存する項の足し合わせはゼロになる．よって式 (2.17)

をポテンシャル Gmp

B
= 4

3
πGρB2で割って，無次元量で整理すると S2と T2の間の関係式

の 1つ目は以下のように求められる．

ζc

A
=

[
2

5

σ

ρ
+

(
A

B

)3(
1− σ

ρ

)]
T2 − 3

5

(
A

B

)5(
1− σ

ρ

)
S2 (2.18)

ここで

ζc =
ms

mc

(
A

a

)3

A (2.19)

であり，mcは核の質量，そして

gc =
Gmc

A2
(2.20)

これは核の境界での重力である．ζcは海が動いたときに核の境界に生じる平衡潮汐の大
きさであり，式 (2.12)の ζと以下のような関係を持つ．

ζgA2 = ζcgcB
2 (2.21)

式 (2.18)は S2と T2の間にある 1つ目の関係を与える．

(ii) 核の表面における力の平衡
　核の平均境界における単位面積に生じる有効な外向きの垂直な力の合計は，核内の弾
性力と海と核の潮汐による荷重項の和である．この荷重項の和ををXP2(cos ψ)と書き，
ここで

X =
2

5
ρgcA

(
1− σ

ρ

)(
5

2

ζc

A
− S2 +

3

2

σ

ρ
(T2 − S2)

)
(2.22)

である．Love(1944)によると，この変形圧力による固体核の半径の変化は以下のように
表せる．

∆R(ψ) =
5

19

A

µ
XP2(cos ψ) (2.23)
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これは式 (2.16)の第 2項である固体核の半径の変化 AS2P2(cos ψ)と等しくなる．この
ことにより S2と T2のの間の関係式の 2つ目は以下のように求められる．

S2 =
1

µ̃

(
1− σ

ρ

)(
5

2

ζc

A
− S2 +

3

2

σ

ρ
(T2 − S2)

)
(2.24)

ここで µ̃は固体核の有効剛性率であり，無次元の量で以下のように定義される.

µ̃ =
19µ

2ρgcA
(2.25)

これは核の境界における弾性力と重力の比である．

S2と T2の間の関係式である式 (2.18)と式 (2.24)から S2と T2をそれぞれ決めること
ができ，潮汐変形は一般に以下のように書ける．

AS2 = F
(5/2)ζc

1 + µ̃
および BT2 = H

5

2
ζ (2.26)

ここで F は無次元の量で，核の潮汐変形に対する海の影響の大きさを表し，またHは
惑星の外形の変形に対する内部構造の影響の大きさを表し，以下のように表現される．

F =
(1 + µ̃)(1− σ/ρ)(1 + 3/2α)

1 + µ̃− σ/ρ + (3σ/2ρ)(1− σ/ρ)− (9/4α)(A/B)5(1− σ/ρ)2
(2.27)

H =
2〈ρ〉
5ρ

(
1 + µ̃ + (3/2)(A/B)2Fδ

(1 + µ̃)(δ + 2σ/5ρ)

)
(2.28)

ここで

α = 1 +
5

2

ρ

σ

(
A

B

)3(
1− σ

ρ

)
および δ =

(
A

B

)3(
1− σ

ρ

)
(2.29)

であり，また 〈ρ〉は平均密度である．惑星が完全に流体なら，もしくは固体核が静水圧
平衡状態にあるなら，µ̃ = 0であり，Hの静水値はHh は以下のように表される．

Hh =
2〈ρ〉
5ρ

(
1 + (3δ/5γ)(A/B)2

δ + 2σ/5ρ− (9δσ/25γρ)(A/B)2

)
(2.30)

ここで

γ =
2

5
+

3σ

5ρ
(2.31)

である (Dermott 1979a)．同期自転している衛星におけるHの静水値Hhは衛星の内部
構造を推定するにあたって重要な制約条件となる．
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3 自転による変形

3.1 天体の自転

天体は自転軸を軸に自転している．この効果により天体には遠心力が働き変形がもた
らされる．この変形を自転変形と呼ぶ．自転変形した天体の形は極方向が潰れた偏平な
回転楕円体となる．自転が速いほど自転変形は大きくなり，約 10時間で自転する木星
は，見た目でわかるほどに偏平している．

2節では，衛星によって起こる潮汐により，惑星表面がどのように変形するかを見て
きた．核とマントルから成る惑星を考えることで，それぞれの変形についての式が得ら
れる．重要なことは，変形した惑星の形 (図 2.4)は惑星と衛星を結ぶ線に沿った半長軸
a，対称軸 (惑星と衛星を結ぶ線)と垂直に交わる円を描く半短軸 b = cの回転楕円体に
よって見積もられる，ということである．回転楕円体は，対称軸からとった角度 ψの 2

次のルジャンドル多項式P2(cos ψ)を用いて形作られる．自転変形した惑星の形も同様
に表すことができることから，自転変形に対しても潮汐変形に対して導かれた解析結果
の多くが直接適用できる．

図 3.5: 加速度Ωで自転する惑星上の点 P (x− z平面内)が受ける加速度．ここで θは z

軸 (自転軸)からとった角度であり，rは動径方向の距離である．(MD 1999 より)
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3.2 自転による遠心力

図 3.5に表される，角速度Ωで自転する惑星を考えてみよう．表面上の点P は遠心加
速度 acf,x = Ω2r sin θx̂ を受けており x = r sin θなので，acf,x = Ω2xx̂．y− z平面上の同
様の点は acf,y = Ω2yŷを受ける．惑星の自転は自転軸に沿った方向には加速度を起こさ
ない．それ故に，表面上の任意の点 (x, y, z)は以下の遠心加速度を受ける．

acf = Ω2(xx̂ + yŷ) (3.32)

よって，点 (x, y, z)にある質量mの天体に働く遠心力Fcf は以下のように書ける．

Fcf = macf = mΩ2(xx̂ + yŷ) (3.33)

3.3 遠心ポテンシャル

遠心ポテンシャル Vcf により，遠心加速度を表現しよう．極からの余緯度を θとする
と, acf = −∇Vcf より，

Vcf(r, θ) = −1

2
Ω2r2 sin2 θ (3.34)

また，P2(cos θ) = 1
2
(2− 3 sin2 θ)なので，遠心ポテンシャルは以下のように書ける．

Vcf =
1

3
Ω2r2[P2(cos θ)− 1] (3.35)

つまり，潮汐ポテンシャルと同じように，遠心ポテンシャルも 2次のルジャンドル多項
式を用いて記述される．

3.4 自転変形

次に，遠心ポテンシャルによる自転変形について考えていこう．惑星は自転の影響で
潰れて平らになる．変形の程度は，惑星の偏平率 (flattening) f によって見積もること
ができる．f は以下のように定義される．

f =
requatorial − rpole

requatorial

(3.36)

ここで requatorial は惑星の赤道半径，rpole は惑星の極半径である．
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変形による効果を無視した場合の偏平率 惑星の表面が密度の無視できる海に覆われて
いる場合を考えてみよう．まずは海を除いた惑星本体の変形が無い場合について考える．
このとき流体に働く総ポテンシャルは

Vtotal(r, θ) = −Gmp

r
+ Vcf(r, θ) (3.37)

となる．平衡状態にある場合には，流体の表面は等ポテンシャル面に一致し，局所的に
重力加速度と遠心加速度の和に対して垂直になっている．海面の球体からのずれは小さ
いと仮定して，

rocean = a + δr(θ) (3.38)

と置く．ここで a は a = requatorialであり，惑星の赤道半径 (equatorial radius)である．
表面のポテンシャルは，式 (3.37)に式 (3.38)を代入して

Vtotal(surface) ≈ −Gmp

a
+
Gmp

a2
δr − 1

2
Ω2a2 sin2 θ − Ω2a sin2 θδr (3.39)

と書ける．ほとんどの惑星で遠心加速度より重力加速度のほうがずっと大きく，Ω2a ¿
Gmp/a

2なので，式 (3.39)の最後の項は無視できる．したがってポテンシャル一定の条
件なら

δr ≈ constant +
Ω2a4

2Gmp

sin2 θ (3.40)

を得る．式 (3.40)からこの惑星の偏平率は f ≈ q/2 となり，ここで無次元量

q =
Ω2a3

Gmp

(3.41)

は赤道での遠心加速度と重力加速度の比である．

変形による重力場の変化の効果も考えた場合の偏平率 次に，自転変形による重力場の
変化の効果を取り入れた場合について考える．自転により偏平になった惑星は 2つの等
しい長軸 (a = b)，1つの短軸 (c)を持つ回転楕円体と近似して扱うことができる．対称
軸を持つ天体の外側の重力ポテンシャルは以下のように書ける．

Vgravity(r, θ) = −Gm

r

[
1−

∞∑

n=2

Jn

(
a

r

)n

Pn(cos θ)

]
(3.42)

ここでmは天体の総質量で，aは赤道半径，Jnは無次元の定数，Pn(cos θ)は n次のル
ジャンドル多項式である．座標の原点を天体の重心にとったので，n = 1の項は無い．
Jnは天体の内部の質量分布を反映している．Jnの高次の項は小さく，これらの量で最も
重要なのは J2である．主軸をそれぞれ x 軸，y軸， z軸 とする 3つの慣性能率A,B, C
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を用いて，軸対称な惑星ではA = B であることに注意すると J2は以下のように書ける
(Cook 1980)．

J2 =
C − A
ma2

(3.43)

ここで自転する惑星の偏平率を計算する問題に戻ることができる．式 (3.35)で表され
る遠心ポテンシャルを考慮すると，惑星の表面の海に働く総ポテンシャルは

Vtotal(r, θ) = −Gmp

r
+

[Gmpa
2

r3
J2 +

1

3
Ω2r2

]
P2(cos θ)− 1

3
Ω2r2 (3.44)

と表される．ここで Jn の高次の項は無視した．すでに出てきたように，表面を r =

a + δr(θ)と書き，これを式 (3.44)に代入して展開して等ポテンシャルの条件を課すと

δr = constant−
[
J2 +

1

3
q
]
aP2(cos θ) (3.45)

を得る．したがって偏平率は

f =
3

2
J2 +

1

2
q (3.46)

となる．これは以前に得た結果 f ≈ q/2 に補正の加わった形となっている．f の計算値
と観測値 (Yoder 1995)を比べると，地球では fcalc = 0.003349，fobs = 0.003353である．
木星の場合 fcalc = 0.06670，fobs = 0.06487である．この比較から，式 (3.46)は偏平率
のよい見積もりを与えていると言える．

偏平率 fは自転変形の程度を示し，J2は天体の内部の質量分布を反映している．この
ことから，天体の内部構造を探るのに J2を制約条件に用いることができることがわか
る．遠心加速度と重力加速度の比 q = Ω2a3/Gmは天体の質量，自転速度，平均半径が
わかれば求めることができる．

惑星の J2は，衛星やリング物質などの軌道天体に作用する重力場を 1/rポテンシャル
からわずかに変形させる．主要な結果は，軌道運動をしている天体の楕円軌道の回転，
つまり空間における歳差運動である． J2による歳差運動の効果は，衛星の軌道，また
は細い偏心的なリングを監視することで直接観測することができる．それ故に，J2は観
測可能な量であり，式 (3.43)により J2を慣性能率の差である C − Aと関連付け, 内部構
造を推定することができる．また，探査機による衛星の J2の測定方法については，5.1

節で述べる．

CとAをそれぞれ別々に計算し，内部のモデルを知るためには CとAの間の関係が
さらに必要である．地球におけるひとつの方法は，自転によって偏平している地球にお
ける，太陽と月によって及ぼされるトルクの結果を観察することである．これは地球の
自転軸を，地球の軌道面に対して垂直に，(C − A)/Cに比例した割合で回転させ (Cook
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1980)，この効果は月太陽歳差運動と呼ばれる．地球はコマのように首ふり運動をし，そ
の周期は 26000年である．周期が長いので，現在ではこの CとAを決める方法は，地
球－月系にのみあてはめることができるものである．期間を空けて探査機が送られた火
星でも測定されているが，他の惑星や衛星では，他の方法を用いなければならない．
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4 変形による内部構造の推定

4.1 内部構造の制約条件

内部構造の制約条件となるものを以下に整理する．

• 平均密度
核－マントルモデルの惑星において，平均密度は以下のように表せる．

〈ρ〉 =
3m

4πB3
(4.47)

質量は各天体の軌道の解析から求めることができ，平均半径Bも天体の画像の観測など
から求まる．核－マントルモデルでの平均密度は

〈ρ〉 =
(A

B

)3
(ρ− σ) + σ (4.48)

となり，A/B，σ，ρ によって表される．

• 慣性能率
慣性能率とは半径方向の密度分布を表す指標で，球対称性を仮定し密度を重心からの
距離 rの関数として ρ(r)とすると

I =
A+ B + C

3
=

8π

3

∫ R

0
ρ(r)r4dr (4.49)

と表せる．ここでA , B は直交する 2つの赤道軸に関する慣性能率で，Cは自転軸に関
する慣性能率である．半径R，密度が一定で ρの均質な球では，質量m = 4

3
πρR3とな

り，慣性能率は
I = 0.4mR2 (4.50)

となる．

核－マントルモデルでは，慣性能率 CはA/B，σ，ρを用いて以下のように書ける．

C
mB2

=
2

5

[
σ

〈ρ〉 +
(
1− σ

〈ρ〉
)(

A

B

)2
]

(4.51)

この式において，マントルの密度が平均密度より小さいと値が 0.4 より小さくなる．つ
まり，この値が 0.4 より小さければ小さいほど，質量が中心に集中していると言える．

核－マントルモデルの内部構造は，核と惑星の平均半径の比A/B ，核の密度 σ ，マ
ントルの密度 ρ によって表される．この 3つの未知数を求めるための関係式を整理しよ
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う．1つ目の関係式は式 (4.48)で表される平均密度の式である．2つ目の関係式は，式
(4.51)で表される慣性能率の式である．3.4節で述べたように，J2/f は観測によって得
られ，次節で述べる方法により慣性能率 C を近似的に求めることができる．A/B，σ，ρ

と 3つの未知数に対し，関係式は式 (4.48)と式 (4.51)の 2つなので，3つのうち 1つを
仮定すれば他の 2つの推定値を得ることができる．
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4.2 Darwin-Radau relationによる内部構造の推定

4.2.1 Darwin-Radau relation

Darwin-Radau relationは，慣性能率の係数 C/mR2 (mは天体の質量，Rは平均半径)

と惑星または衛星における q，f，J2の値を関連付ける近似式である．基礎となる仮定
は，関連する天体は静水圧平衡にあるということである．この関係はいくつもの違った
形で表現できるが，ここではCook(1980)による形．

C
mR2

=
2

3

[
1− 2

5

(
5

2

q

f
− 1

)1/2
]

(4.52)

を用いることにする．慣性能率の係数 C̄を無次元量として以下のように定義する．

C̄ =
C

mR2
(4.53)

式 (3.46)で与えられた J2，q，f の関係を用いると，式 (4.52)の Darwin-Radau relation

は以下のように書くことができる．

J2

f
= − 3

10
+

5

2
C̄ − 15

8
C̄2 (4.54)

4.2.2 核－マントルモデルにおける慣性能率の制約

Darwin-Radau relationによって与えられる C̄と J2/f の関係は，2節で考えた，より
現実的な惑星の変形モデルを用いて得られる，より一般的な結果の極限の場合である．

衛星の表面と核－マントル境界面は静水圧平衡にあるとし，Dermott(1979b)は J2/f

とHh を以下の方程式によって関連付けた．

J2

f
=

2

3

(
1− 2

5Hh

)
(4.55)

具体的な形，式 (2.29)，式 (2.30)，式 (2.31)を代入すると1

J2

f
=

2

3
+
C̄ − 2

5
(A/B)2

1− (A/B)2
+

8− 20(A/B)2 + 10C̄[5(A/B)3 − 2]

12[(A/B)5 − 1] + 15C̄[2− 5(A/B)3 + 3(A/B)5]
(4.56)

となる．この式は 2つの極限が考えられ

1式 (2.29) δ =
(

A
B

)3(1− σ
ρ

)
式 (2.30) Hh = 2〈ρ〉

5ρ

(
1+(3δ/5γ)(A/B)2

δ+2σ/5ρ−(9δσ/25γρ)(A/B)2

)
式 (2.31) γ = 2

5 + 3σ
5ρ
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図 4.6: 慣性能率 C̄の関数としての J2/f，それぞれ (i)核が点のモデル (点線), (ii)A/B =

0.5のモデル (破線)，(iii) Darwin-Radau relationの場合 (実線)．地球と巨大惑星の J2/f

の値が示してある．(MD 1999 より)

• A/B → 0の場合 (核が点)

J2/f → C̄ (4.57)

• A/B → 1の場合

J2/f → − 3

10
+

5

2
C̄ − 15

8
C̄2 (4.58)

後者の表現はDarwin-Radau relationに一致する．図4.6は，核が点のモデル，Darwin-

Radau モデル，A/B = 0.5の一般的な核－マントルのモデルにおける，C̄の関数として
の J2/f をプロットしたものを示している．地球と巨大惑星における J2/f の観測値が水
平線で示してあり，それぞれの惑星における C̄の極限値も示している．J2/f の値で与
えられる C̄の値の幅が，J2/f が大きくなるにつれて小さくなっていくことに注目され
たい．重要なのは，J2/fの値により，慣性能率を制限することができるということであ
る．式 (3.43)から C − Aの値と，この情報を結び付けると，CとAの推定値が得られ
る．このような推定値は惑星内部のモデルの制約となる．
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4.3 同期自転する衛星の内部構造の推定

4.3.1 同期自転する衛星の変形

今までの核－マントル惑星モデルを用いた理論は，衛星が惑星によって起こる潮汐と
衛星自身の自転，によって変形する場合にも同じように適用することができる．この節
では，自転速度と公転速度が等しい，つまり同期自転する衛星における変形とその衛星
の内部構造の推定について述べる.

静水圧平衡にある衛星を考えてみよう．衛星は同期自転し，惑星に対して赤道に近い
軌道をとり，円に近い軌道をとると仮定する．衛星は惑星により潮汐変形を受け，同様
に自転により自転変形も受ける．以上の理論と，衛星の平均運動 n が自転の角速度と等
しいことから，変形の結果，衛星の形が三軸楕円体になることがわかる．実際に，静水
圧平衡にある衛星では半長軸と半短軸に特有の関係があるので，衛星の形を正確に測る
ことにより，平衡状態にあるかどうか決めることができ，また，他のデータと結びつけ
ることにより，衛星の内部構造の特徴を推測することができる．

衛星の自転により起こる，点 (r, θ, ψ)での遠心ポテンシャルは

Vrotational =
1

3
Ω2r2P2(cos θ) (4.59)

と書ける (式 (3.35)参照2)．ここでθは半径ベクトルと垂直軸の間の角度であり，P2(cos θ) =

(1/4)(3 cos 2θ + 1)は 2次のルジャンドル多項式である．Vrotationalは，射影された半径ベ
クトルと x− y平面の間の角度 ψから独立であることに注目されたい．これにより z軸
について等ポテンシャル面が対称であることがわかる．同じ点における惑星による潮汐
ポテンシャルは

Vtidal = −Gmp

a3
r2P2(cos ψ) (4.60)

と書ける (式 (2.8)参照3)．ここでmpは惑星の質量である．Vtidalは，半径ベクトルと z

軸の角度 θから独立であることに注目されたい．これにより x軸について等ポテンシャ
ル面が対称であるということになる．ここで，ケプラーの第 3法則を用い，Gmp

a2 = an2

であり，また同期自転なので n = Ω であることに注目すると以下のように書ける．

Vtidal = −Ω2r2P2(cos ψ) (4.61)

したがって Vrotationalは確かに Vtidalと同じ形をしており，絶対値が係数 3だけ違うのと，
対称軸が異なるだけである．このことにより，2.4節で発展した潮汐変形の理論を，直
接自転変形に適用できる．図 4.7はそれぞれのタイプの変形における等ポテンシャル面

2式 (3.35) Vcf = 1
3Ω2r2[P2(cos θ)− 1]

3式 (2.8) V3(ψ) = −Gms

a3 R2
pP2(cos ψ)
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図 4.7: (a)自転変形から生じる等ポテンシャル面の例，自転軸は z軸 (b)潮汐変形から
生じる等ポテンシャル面の例，潮汐が起こっている天体は x軸方向に沿っている．(MD

1999 より)

の比較を示している．自転変形の場合 (図 4.7a)は，z軸に対して対称な形をしており，
一方，潮汐変形の場合 (図 4.7b)は，x軸 (衛星と惑星を結ぶ線に沿う)が対称軸となって
いる．

式 (2.16)によって与えられるマントル表面 (つまり衛星表面)の形のモデルを用いる
と4 自転の場合に導入されねばならない，付加係数−1/3を考慮し，それぞれの変形の
形を計算することができる．一般的な三軸楕円体の半軸 a，b，c (それぞれ x，y，z軸に
沿う)によって形を定義するのが最も簡単である．これらの量はそれぞれBと T2のみの
関数として計算することができる．

自転変形においては，aと bを与えるために θ = π/2でのP2(cos θ)だけを計算すれば
よく，cを与えるためには θ = 0を計算すればよい．これにより以下のように書ける．

ar = B(1 + T2/6) , br = B(1 + T2/6) , cr = B(1− T2/3) (4.62)

潮汐変形においては，aを与えるために ψ = 0でのP2(cos ψ)だけを計算すればよく，
bと cを与えるためには ψ = π/2を計算すればよい．これにより以下のように書ける．

at = B(1 + T2) , bt = B(1− T2/2) , ct = B(1− T2/2) (4.63)

4式 (2.16) Ros(ψ) = B[1 + T2P2(cos ψ)]
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静水圧平衡にある同期自転する衛星では，自転軸が軌道面に対して垂直だと仮定し，
自転と潮汐による寄与を線形的に足し合わせることができ，結果としてできる三軸楕円
体の形は以下の半軸によって与えられ以下のように書ける．

a = B(1 + 7T2/6) , b = B(1− T2/3) , c = B(1− 5T2/6) (4.64)

このことにより

b− c =
1

4
(a− c) (4.65)

という結果を得る (Dermott1979b)．

4.3.2 衛星の形状を用いた内部構造の推定

衛星の内部構造も，4.1節で述べたように，核と衛星の平均半径の比A/B ，マントル
の密度 σ ，核の密度 ρ の，3つの未知数について，2つの関係式を求め，未知数を 1つ
仮定することによって推定する．関係式の 1つは 4.2.3節で述べたように，平均密度の
関係式である式 (4.48)である．以下で 2つ目の関係式を求める．

惑星によって衛星に起こる平衡潮汐の式 (2.12)を適用し5

ζ =
mp

ms

(B

a

)3
B (4.66)

である．さらに式 (3.41) は6 ，ケプラーの第 3法則から Gmp

a2 = an2で n = Ωから

q =
Ω2a3

Gms

=
mp

ms

(B

a

)3
(4.67)

となる．よって
ζ/B = q (4.68)

を得る．また式 (4.64)より以下のように書ける．

a− c = 2BT2 (4.69)

ここで式 (2.26)で与えられる定義BT2 = H 5
2
ζを用いると

Hh =
a− c

5qB
(4.70)

5式 (2.12) ζ = ms

mp

(
Rp

a

)3

Rp

6式 (3.41) q = Ω2a3

Gmp
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であり，この式の中の，a− c，B，qは十分に解像度が高い衛星の画像から測ることが
できるので，Hhを求めることができる．よって，式 (2.30)の中の係数Hhの定義から，
この式がA/B ，σ，ρ の関係式となることがわかる．

これで，3つの未知数について，平均密度の式 (4.48)と，Hh の式 (4.70)と，ふたつ
の関係式を求めることができた．このようにして特に同期自転し，惑星に近く，潮汐変
形も自転変形も大きい衛星の内部構造を推定することができる．

4.3.3 同期自転する衛星の重力ポテンシャル

衛星の重力ポテンシャルは一般には以下のように記述される．

Vgravity(r, θ, ψ) =
Gm

r

[
1 +

∞∑

n=2

n∑

m=0

(
R

r

)n

(Cnm cos mψ + Snm sin mψ)Pnm(cos θ)

]
(4.71)

ここで重心を球座標 (r, θ, ψ) の原点にとり，Rは衛星の平均半径とする．Pnm(cos θ)は
ルジャンドル多項式，Cnmと Snmは係数である．3次以上の項を無視すると

Vgravity(r, θ, ψ) =
Gm

r

[
1− 1

2
J2

(
R

r

)2

(3 cos2 θ − 1) + 3C22

(
R

r

)2

sin2 θ cos 2ψ

]
(4.72)

と表される．ここで (n,m)=(2,1)の 項が現れないのは，重心が座標原点にあるためであ
る．また，J2 = −C20である．C22 は慣性能率を用いて

C22 =
B −A
4mR2

(4.73)

と表される．ここでA，B はそれぞれ惑星と衛星を結ぶ軸と，これと自転軸に直交する
軸のまわりの慣性能率である．

遠心ポテンシャルは式 (4.59)より

Vrotational =
1

3
Ω2r2P2(cos θ)

と書ける．球座標での座標変換を行い，式 (4.61)で表される潮汐ポテンシャルは以下の
ように書ける．

Vtidal = Ω2r2
[1

2
P2(cos θ)− 3

4
(sin2 θ cos 2ψ)

]
(4.74)

これらを足し合わせると以下のようになる．

Vrotational + Vtidal =
5

6
Ω2r2P2(cos θ)− 3

4
sin2 θ cos 2ψ (4.75)
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式 (4.72)の非対称成分はこの変形ポテンシャルと線形関係にあるので，J2 ∝ 5/6Ω2r2 , C22 ∝
1/4Ω2r2となり，このことから衛星が静水圧平衡にある場合には，J2とC22の間には

J2 =
10

3
C22 (4.76)

という関係 (Anderson et al 1996a,1998a) があることがわかる．

また，C22は式 (3.41)で表される遠心加速度と重力加速度の比 qによって以下のよう
に書ける．

C22 =
3

4
αq (4.77)

ここで，α は衛星の質量分布に依存する無次元の係数であり，均質な衛星だと α = 1/2

である．α はDarwin-Radau relationによって以下のように書ける．

C̄ =
2

3

[
1− 2

5

(
4− 3α

1 + 3α

)1/2
]

(4.78)
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5 衛星の内部構造モデル

5.1 木星のガリレオ衛星

5.1.1 ガリレオ探査機による測定

ガリレオ衛星は木星のまわりを同期自転しており，潮汐変形と自転変形を起こしてい
る．それぞれの衛星の大きさと軌道半径などから，静水圧平衡に近い状態にあると考え
られる．1990年代のガリレオ探査機による木星系探査によってもたらされたデータに
よって，木星のガリレオ衛星の内部構造についての理解が進んだ．ガリレオ探査機は木
星系を巡り，4つのガリレオ衛星全てに表面から 1000 km 以内まで近づいた．

ガリレオ探査機は各衛星にフライバイする際に 2.3 GHz の電波を地球に送った．その
際，地球で受信される電波には衛星の重力によるドップラー効果が観測された．この受
信した波形をフーリエ解析し，各衛星のJ2，C22の値を得た．静水圧平衡ではJ2 = 10

3
C22

となるが，得られた値はこれに近く，静水圧平衡に近い状態にあることがわかった. こ
の値と 4.3.3節で述べた Darwin-Radau relation による内部構造の推定方法を用い，特
徴的なガリレオ衛星の内部構造が明らかになってきた．その概要については表 5.1と図
5.10で示した (Anderson et al 1996a,1996b,1998a,1998b)．

　イオ　 エウロパ ガニメデ カリスト
質量m (1023 kg) 0.893 0.480 1.482 1.076

平均半径B (km) 1821 1565 2634 2403

平均密度 〈ρ〉 (g cm−3) 3.53 2.99 1.94 1.85

慣性能率係数 C̄ 0.378 0.348 0.311 0.358

表 5.1: ガリレオ衛星のデータ (Anderson et al 1996a,1996b,1998a,1998b)

5.1.2 ガリレオ衛星の内部構造モデル

イオ イオは平均密度，半径ともに月とよく似た値を持っている．ボイジャー 1号の観
測によって，イオは活発な火山活動を起こしていることが明らかになった．火山活動の
原因は，木星の強い潮汐力による潮汐加熱であると考えられている．スペクトル分析に
よると表面に水は存在しておらず，固体のケイ酸塩の地殻の下には，溶融したケイ酸塩
の層が予測される．ガリレオ探査機の観測によると慣性能率は C̄ = 0.378 ± 0.007で，，
中心部には純粋な金属鉄から成る核 (A/B = 0.36)か，金属鉄と硫化鉄からなる核 (A/B

= 0.52)が推定される (Anderson et al 1996b)．
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図 5.8: 探査機のデータから求めたガリレオ衛星の内部モデル．全ての衛星が同じ半径
のスケールで描かれている．(MD 1999 より)

エウロパ エウロパの平均密度はイオや月よりもやや低く，表面はスペクトル分析から
H2O の氷からなると考えられ，ボイジャーの観測によって確認された．ガリレオ探査
機の観測によると，慣性能率は C̄ = 0.347 ± 0.014で，金属核 (A/B = 0.5)のまわりを
ケイ酸塩質の岩石が覆い，そのまわりをH2Oの氷の層 (80 ～ 170 km)が取り巻いてい
るモデルが考えられている (Anderson et al 1998b)．氷でできた殻の下では，潮汐加熱
によって氷が溶けて，液体の水の海があるのではないかとも言われており，生命が存在
するかもしれない ( R.Reynold and S.Squyres 1982). 表面地形がならされて衝突クレー
ターはほとんど見当たらないのは，地殻が変形しやすくなっているからと考えられる．

ガニメデ ガニメデは太陽系の衛星の中で最大の衛星であり，その半径は 2631 km で，
水星の 2440 km よりも大きい．平均密度は 1.94 g cm−3 と，イオやエウロパに比べて
低い．ガリレオ探査機によるガニメデの慣性能率の観測値は C̄ = 0.311± 0.003 と，太
陽系の天体の中で巨大惑星を除けば最も小さく，これはガニメデがかなり中心に凝縮し
ていることを示している. 金属の核 (～ 400 km)をケイ酸塩のマントル (～ 1300 km)が
覆い，その周りを深い氷の層 (～ 800 km)が覆う，3層モデルが予測される．氷の層を
除けば，イオに似た構造が残る (Anderson et al 1996a). ガニメデが大きいのはケイ酸塩
の核と氷のマントルが分化する過程で，氷が相転移により体積を増し，ガニメデ自身の
膨張したためであるとも言われている (Squyres et al 1983). この理論のように核を残し
てマントルが膨らめば，中心部が凝縮した構造になるだろう．

カリスト カリストの表面はスペクトル分析により氷からなると考えられる．ガリレオ
の最初の探査によって得られた慣性能率の推定値は C̄ = 0.406± 0.030 と，カリストが
未分化であることを示唆している (Anderson et al 1997b)．しかし，その後の探査によ
り C̄ = 0.358 ± 0.004 という値が得られ，岩石と氷の部分分別の可能性が示されている
(Anderson et al 1998a)．カリストはガニメデと大きさ，密度ともに似ているが，ガリレ
オ衛星の中で最も外側にあり，木星による潮汐熱による効果が少なく，ガニメデのよう
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には凝縮しなかったと考えられる．

5.2 土星の衛星

ミマス 土星の衛星ミマスでは，太陽系で唯一平衡な三軸楕円体が観測されている．
Dermott ＆ Thomas(1988)は，ボイジャー探査機によって得られた高解像度の画像を
用い，ミマスが三軸楕円体にとてもよい近似をもつとした．式 (4.64)で予測される割
合 0.25と比べて測定値は (b − c)(a − c) = 0.27 ± 0.04であり，これはミマスが静水
圧平衡に近いということを示唆している．Dermott ＆ Thomasは，平均半径の推定値
B = 198.8 km と，Kozai(1957)によって決められたミマスの質量を結びつけて，平
均密度 〈ρ〉 = 1.137 ± 0.018 g cm−3 を得た．彼等は，未分化の衛星で予測される値
20.3± 0.3 km と比べて a− c = 16.9± 0.7 km であることを示した．予測されたバルジ
より小さいということは，中心に凝縮した衛星ということを強く示唆している．観測値
a− c = 16.9 ± 0.7 km を用い，岩石コアを予測して σ = 3.0 g cm−3として式 (4.68)を
用いると，A/B = 0.44± 0.09の岩石コア，密度 σ = 0.96± 0.08 g cm−3の氷のマントル
というモデルが推定できる．

彼等が考えたもうひとつの可能性は，ミマスは未分化であり，多孔性の密度が低い氷
でできた深い表土から成るというモデルである．このモデルだと，ミマスが形成されて
から土星による潮汐により何度も熱されて，複雑な熱史を経たと考えられる．土星の共
軌道衛星であるヤヌスとエピメテウスの力学的相互作用の観測により，同種の多孔性の
氷組成が示唆されることに注目すると興味深い．

タイタン 土星の衛星タイタンは，太陽系でガニメデに次ぎ 2番目に大きな衛星である．
タイタンは濃い大気を持ち，地上観測によってメタンが検出されていたが，ボイジャー
の観測によりその主成分は窒素であることがわかった．地表付近にはエタンなどの有機
化合物の海があることが予測されており，ハッブル宇宙望遠鏡の観測によって大陸の存
在も予測されている．平均密度は 1.88 g cm −3 であり，ガニメデとカリストの中間に近
く，岩石質物質半分と氷半分から成ると考えられる．タイタンについては，慣性能率が
求められておらず，詳しい内部構造についてはまだわかっていない．1997年に打ち上げ
られたカッシーニ探査機が 2004年 7月に土星軌道に到着予定であり，タイタンの内部
構造に関するデータが得られることが期待される (Rappaport et al. 1997)．
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6 まとめ
本論文では，潮汐変形と自転変形による天体の変形と，それを用いた太陽系の同期自
転する衛星の内部構造の推定方法，その推定されるモデルについてまとめた．

ここまでは，衛星が円に近い軌道をもつと仮定してきたが，実際は衛星がかなり偏心
軌道をまわっているので，潮汐ポテンシャルと共に衛星の形も変化する．したがって，
探査機が衛星に近づいたときの衛星の場所により，得られるデータにも差が生じてくる．
探査機が繰り返し衛星に近づき，その度に C̄と J2を測定することで正確な測定値を得
られ，詳細な内部構造が推定できる．惑星探査計画は現在も進められており，今後の探
査によりさらなるデータが得られることが期待される．

1989年の打ち上げ以来 14年間様々なデータをもたらしたガリレオ探査機は，2003年
9月 22日，木星の雲に突入しその役目を終えた．土星を探査をするカッシーニ探査機は
1997年に打ち上げられ，木星での観測の後，2004年 7月に土星軌道に到着予定であり，
衛星タイタン大気圏にプローブ「ホイヘンス」を放出しての観測も行われる．木星の衛
星エウロパを周回する探査機「エウロパ・オービター」は 2008年に打上げ，2010年に
木星に到達し，2011年からはエウロパを主に探査する．エウロパの地表の地図を作成，
氷の厚さを測定，氷の下の「海」の存在を確認する計画である．これらの探査機による
データにより，内部構造の理解も進んでいくだろう．
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A 全訳
Murray and Dermott (1999):Solar System Dynamics.Cambridge University Press の
中の，4節 Tides, Rotation, and Shapes 4.1～4.7の全訳を以下に載せる．

A.1 はじめに

今まではすべての天体を物理的次元を用いずに質点として考えてきた．しかしこれは
明らかに実際の天体にはあてはまらないので，太陽系の天体を形作る物質におよぶ万有
引力の影響を考えなくてはならない．ある天体において，潮汐 (tide)は他の天体による
重力勾配や天体に働く重力の違いの影響によって引き起こされる．例えば，惑星のまわ
りをまわる衛星によって惑星に起こる潮汐を考えると，惑星の衛星に面している側の面
に働く力は衛星から遠い側の面に働く力より大きい．太陽系を形作っている天体は完全
な剛体とは言えないので，天体はゆがみ，潮汐バルジ （tidal bulge）が生じる．

天体における潮汐バルジの大きさはある程度は内部の密度分布によって決められる．
よって，潮汐の大きさを測定することで，内部構造を決めることができるのである．こ
のような測定は地球以外の太陽系の惑星では不可能である．しかしながら，惑星の自転
によって潮汐と同じように起こる変形ポテンシャルと，自転による変形の測定によって，
内部の密度分布を決めることができる．これにより，潮汐ポテンシャルに対する惑星の
反応を見積もることができる．同期自転する太陽系の衛星は自転による力と，潮汐力の
両方の影響で変形しており，その三軸楕円体の形を測定し，内部構造を決定するのであ
る．

潮汐に対する衛星の反応の結果，その系に力学的進化が引き起こされうる．常にある
程度摩擦は存在するので，潮汐は散逸的な現象であり惑星において衛星に引き起こされ
る潮汐によって，衛星の軌道進化がおこり，惑星の自転速度の変化がおこる衛星が惑星
に潮汐を引き起こすのと同じように，惑星も衛星に潮汐を引き起こす．これは衛星の軌
道が偏心的なときに特に重要になる．衛星における潮汐散逸の影響は劇的な結果を招く
ことがある．例としては，木星の衛星イオの激しい潮汐熱があげられる．

A.2 潮汐バルジ

質量mpの惑星のまわりをまわる質量msの衛星によって起こる潮汐を考えてみる．天
体を質点と考えると，万有引力の法則により，2点間に働く力の大きさ 〈F 〉は

〈F 〉 = Gmpms

r2
, (A.1)
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図 A.1: 惑星と衛星はその共通重心を中心に円軌道をとる．重心からとった半長軸はそ
れぞれ ap,asであり，衛星軌道の惑星からとった半長軸は a = ap + asである．

ここで rは中心からの距離である．惑星と衛星がその共通の重心のまわりに回転してい
るとすると（図A.1），半長軸と質量の関係は

as/ap = mp/ms, (A.2)

となり，ここで常に a = ap + asである．惑星の中心点 P1の軌道は重心 C1を中心に半
径 apの円軌道である．ここで自転を無視すると，つまり他の点の動きを無視すると，惑
星の中の点 P2の描く円軌道は同じ半径だが中心点は異なり，C1と置き換わって C2と
なる．ここで P1が P2にずれたのと同じぶんだけ，C1も C2にずれる（図A.2）．つま
り，惑星を形作る全ての点は，大きさと方向が等しい遠心力によって運動しているので
あり，衛星からの等しい引力Fによって運動しているのではないのである．共通の遠心
力は万有引力 〈F〉に等しく

〈F〉 =遠心力 (centrifugal force) 6= F. (A.3)

となり，惑星を変形させる起潮力Ftidalは次のように定義される．

Ftidal = F− 〈F〉. (A.4)

自転による力も天体を変形させるが（A.7節），潮汐による変形も自転による変形も小
さければ，別々に計算できて，線形的に足し合わせることができる．

惑星における潮汐バルジの形を決めるために衛星を持つ惑星の表面の点P におけるポ
テンシャル V について考えてみよう．(衛星は質点として扱う)

V = −Gms

∆
, (A.5)
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図 A.2: 惑星の全ての点は等しい半径 apの円を描くが，中心は異なる．P1,P2はそれぞ
れC1,C2を中心とした円を描く．

ここで，∆は P と衛星の中心との距離である（図A.3）．余弦定理より

∆ = a

[
1− 2

(
Rp

a

)
cos ψ +

(
Rp

a

)2
] 1

2

, (A.6)

となり，ここでψはふたつの天体の中心を結んだ線からとった角度である．ほとんどの
場合 Rp/a ¿ 1 である．例えば，地球の赤道半径は 6,378 kmであり，月軌道の半長軸
は 384,400 kmである．したがって，式 (A.6)を展開し7，

　 V = −Gms

a

[
1 +

(
Rp

a

)
cos ψ +

(
Rp

a

)2 1

2
(3 cos2 ψ − 1) + · · ·

]
(A.7)

≈ V1 + V2 + V3,

となる．ここで高次の項は無視した．

式 (A.7)の第 1項，V1 = −G(ms/a)，は定数であり，F/mp = −∇V，であることから，
この項は惑星に何の力も及ぼさない．式 (A.7)の第 2項，V2 = −G(ms/a

2)Rp cos ψ，は
P 点にある粒子に円軌道を描くのに必要な力を与える．ポテンシャルによって生じる力
はどの点においてもポテンシャル勾配の方向に生じ，そしてその点を通る等ポテンシャ

7テイラー展開する．x = 1− 2
(

Rp

a

)
cos ψ +

(
Rp

a

)2

とおいて，

V = −Gms

∆
= −G ms

a(1 + x)
1
2

= −Gms

a
(1 + x)(−

1
2 )

(1 + x)(−
1
2 ) = 1− 1

2
x +

3
8
x2 · · ·

xをもとに戻し，高次（3次以降）の項を無視すると式 (A.7)が導ける．なお，以降の脚注は訳者が加え
たものである．
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図 A.3: 惑星の半径Rp，衛星の半長軸 a，惑星の表面上の点P から衛星までの距離∆と
の関係を示す．点線は等ポテンシャル面 V2 = −G(ms/a

2)Rp cos ψ = constantを示す．

ル面に垂直である．ここでは等ポテンシャル面は水平面であり，引き合う 2天体の中心
を結ぶ線に垂直であり，ポテンシャル勾配は以下のように与えられる．

− ∂V2

∂(Rp cos ψ)
= Gms

a2
=
〈F 〉
mp

. (A.8)

式 (A.7)の第 3項による惑星表面のポテンシャルは以下のように書け

V3(ψ) = −Gms

a3
R2

pP2(cos ψ), (A.9)

ここで

P2(cos ψ) =
1

2
(3 cos2 ψ − 1) (A.10)

とは，ルジャンドル多項式の n = 2，cosψのときである（A.3節参照）．ここで

Ftidal

mp

=
F

mp

− 〈F〉
mp

= −∇V − 〈F〉
mp

≈ −∇V3(ψ), (A.11)

であるので，これは潮汐を引き起こすポテンシャルである．ここで，V3(ψ)を

　 V3(ψ) = ζgP2(cos ψ), (A.12)

と書くことができる．ここで

ζ =
ms

mp

(
Rp

a

)3

Rp (A.13)

である．また，
g = Gmp

R2
p

(A.14)

これは惑星における，重力加速度，表面重力である．ここでは，ζP2(cos ψ)は惑星表面に
おいてあらゆるψ対して，平衡潮汐 (equilibrium tide)の大きさを表す．ここでP2(cos ψ)

はψ = 0, πのとき最大であり，ψ = π/2, 3π/2のときに最小になることに注目されたい．
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図 A.4: 重力ポテンシャルの V3(ψ)によって生じる潮汐変形の形の実線と，変形のない
球の場合の点線の比較．(a)潮汐変形の対称軸は地球と月の中心を通り，地球は z軸を
軸に角速度 Ωで自転し，月の平均運動は nであり，地球の赤道に対する軌道傾斜角は
Iである．(b)月の余緯度と経度は (θM , φM)，地球表面上の点 P では P (θP , φP )である．
φP ,φM は空間において固定された方向からとられており，地球と共にまわっている方向
からとっているわけではないということに注意されたい．

地球は 24時間で 1回自転するので，このことから月によって地球にほぼ毎日満潮と干
潮が 2回起こることがわかる．

地球の潮汐変形は実際は以下の理由でもっと複雑である．( )太陽と月，両方によっ
て潮汐が起こる，( )地球を中心に考えると，太陽も月も偏心的で，地球の赤道に対し
て傾いた軌道をとってまわっている．もし軌道の離心率を無視して考えると，太陽と月
はそれぞれ三つの大きな潮汐を地球にもたらす．図A.4aにおいて，潮汐変形の対称軸
は地球と月の中心を通り，地球は z軸を軸に角速度Ωで自転しており，月は平均運動 n

をもち，地球の赤道に対する軌道傾斜角は I である．図A.4bにおいて，月の余緯度と
経度は (θM , φM)，地球表面上の点P ではP (θP , φP )である．φP ,φMは空間において固定
された座標系における値で，地球と共にまわっている座標系のものではないということ
に注意されたい．

余弦定理から，ベクトルOP とOM の角度 ψは 8

cos ψ = cos θP cos θM + sin θP sin θM cos(φP − φM). (A.15)

となり，したがって

8位置ベクトルを成分表示し，内積の関係から導く. | OM || OP | cos ψ = xP xM + yP yM + zP zM
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1

2
(3 cos2 ψ − 1) =

1

2
(3 cos2 θP − 1)

1

2
(3 cos2 θM − 1)

+
3

4
sin2 θP sin2 θM cos 2(φP − φM)

+
3

4
sin 2θP sin 2θM cos(φP − φM). (A.16)

地球上に固定された点における緯度 θP が与えられ，P 点での潮汐の大きさはφP，θM，
φM によって異なる．式 (A.16)における第 1項の変化は，cos2 θM = (1/2)(1 + cos 2θM)

の時間による変化によって決まる．したがって，この項は 2nの振動によって変化し，半
月周潮 (fortnightly tide)を起こす．第 2項は 2(Ω− n) ≈ 2Ωの振動によって変化し，半
日周潮 (semidiurnal tide)を起こす．第 3項は，(Ω− n) ≈ Ωの振動によって変化し，日
周潮 (diurnal tide)を起こす．第 3項は sin 2θM を含むため，日周潮は隔週で強い抑揚が
ある．その他の潮汐に関する項は月の軌道離心率に関係している．

太陽による半年周潮，半日周潮，日周潮に対応して，振動 2nSun，2(Ω− nSun) ≈ 2Ω，
(Ω−nSun) ≈ Ωがある．ここで，nSunは太陽の（地球の）平均運動である．式 (A.13)よ
り，太陽と月の潮汐の大きさの比率はどんな場合でも

mSun

mMoon

(
aMoon

aSun

)3

≈ 0.46. (A.17)

となる．月によって地球に起こる潮汐は ζ = 0.36 m，一方太陽によって起こる潮汐は ζ

= 0.16 mである

A.3 ポテンシャル理論

潮汐と自転による変形の計算を進める前に，ポテンシャル理論に由来するいくつかの
結果を述べておこう．密度 γ，半径Cの均質な球状の天体の重力ポテンシャルを考えう
とき，半径 r，厚さ δr，質量 δm，である薄い球殻の内側のポテンシャルと外側のポテ
ンシャルを考えればよい (Ramsey 1940)．球殻の外側のある点におけるポテンシャルは，
中心からの距離が r′とすると

Vext(r
′) = −Gδm

r′
(A.18)

となり，これは球殻の中心に全ての質量が集まったと考えたときと同じである．よって
均一な球の表面の外側のポテンシャルは以下のように与えられる．

Vext(C) = −G
∑

δm

C
= −4

3
πγGC2. (A.19)
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重力は逆二乗の法則9(inverse square law) によって記述されるので，球殻の内側の点に
働く力はゼロである．したがって，球殻の内側の重力ポテンシャルは一定であり，内部
のどの点においてポテンシャルを計算しても決めることができる．球殻の中心における
ポテンシャルを計算すると

Vint(r) = −G
∑

δm

r
= −4πγGrδr. (A.20)

外半径C，内半径 rの均一な球殻の内側のポテンシャルは以下のように与えられる．

Vint(C, r) = −4πγG
∫ C

r
rdr = −2πγG(C2 − r2). (A.21)

したがって，均質な球状の天体における中心からの距離が rの点での内側 (r < C)のポ
テンシャル，外側 (r > C)のポテンシャル は以下のようになる．

Vint(r) = −4

3
πγGr2 − 2πγG(C2 − r2) = −2

3
πγG(3C2 − r2), (A.22)

Vext(r) = −4

3
πγGC3

r
. (A.23)

変形した天体の内側のポテンシャル，外側のポテンシャルは球関数によって説明でき
る．ポテンシャル理論におけるこれらの関数を用いた以下の議論は，Ramsey(1940),

MacRobert(1967),Bullen(1975),and Blakely(1995)に基づいている．

空間における重力ポテンシャル V は以下のラプラス方程式を満たす．

∇2V = 0. (A.24)

以下のオイラーの方程式(Euler’s equation)を満たすならば，V はn次同次式(homogeneous

of degree n)である．

x
∂V

∂x
+ y

∂V

∂y
+ z

∂V

∂z
= nV. (A.25)

ラプラス方程式を満たす同次の関数を，球調和関数10(spherical solid harmonics)ともい
う．球座標で表すとき，これらは重要な関係を持ち，3つの関数にわけることができ，それ
ぞれ r,θ,φの 3つの変数のうち 1つによって変化する．(球関数については，Blakely(1995)

が詳しい．)

極球座標 (r,θ,φ)を用いると，rは重心からの動径方向の距離であり，θは極軸からとっ
た余緯度であり，φは任意の固定した方向からとった経度である．ラプラス方程式は以
下のようになり

∂

∂r

(
r2∂V

∂r

)
+

∂

∂µ

(
(1− µ2)

∂V

∂µ

)
+

1

(1− µ2)

∂2V

∂φ2
= 0, (A.26)

92つの天体に働く力がその 2つの天体を結ぶ直線の方向にあり，大きさが距離の 2乗に反比例すると
いう法則．

10調和関数は，例えば三角関数のように，微分したらもとに戻るような関数．
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ここで µ = cos θである．ラプラス方程式は V = rnSn(µ, φ)と置いて式 (A.26)に入れる
ことによって解け，ここで Sn(µ, φ)は rによらない．このことから

∂

∂r

(
r2∂V

∂r

)
= n(n + 1)rnSn, (A.27)

となり，式 (A.26)は

∂

∂µ

(
(1− µ2)

∂Sn

∂µ

)
+

1

(1− µ2)

∂2Sn

∂φ2
+ n(n + 1)Sn = 0. (A.28)

これをルジャンドル方程式(Legendre’s equation)と言い，この方程式を満たす Snは球
面調和関数(spherical surface harmonic) と呼ばれる関数である．nを−(n + 1)と書いた
とき，n(n + 1)が変わらず残っているので，ラプラス方程式の一般解は以下のように書
ける．

V =
∞∑

n=0

(
Anrn + Bnr

−(n+1)
)
Sn(µ, φ). (A.29)

この方程式の各項はそれぞれ n次と n + 1次の体球関数(solid harmonic)と呼ばれる
(Ramsey 1940)

この章で述べている変形は，潮汐によっても自転によっても軸対称であり，ルジャン
ドル方程式は

(1− µ2)
∂2Pn(µ)

∂µ2
− 2µ

∂Pn(µ)

∂µ
+ n(n + 1)Pn(µ) = 0, (A.30)

ここでルジャンドル多項式Pn(µ)は，

Pn(µ) =
1 · 3 · 5 . . . (2n− 1)

n!

[
µn − n(n− 1)

2(2n− 1)
µn−2

+
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2 · 4 · (2n− 1)(2n− 3)
µn−4 + · · ·

]
(A.31)

または，ロドリゲスの公式 (Rodrigues’s formula)

Pn(µ) =
1

2nn!

dn(µ2 − 1)n

dµn
(A.32)

によって与えられる．余緯度 θは変形の対称軸から測られている．ルジャンドル多項式
は帯球関数(zonal harmonics)であり，最初の 5項は以下のように与えられる．

P0(µ) = 1, (A.33)

P1(µ) = µ = cos θ, (A.34)

P2(µ) =
1

2
(3µ2 − 1) =

1

4
(3 cos 2θ + 1), (A.35)

P3(µ) =
1

2
(5µ3 − 3µ) =

1

8
(5 cos 3θ + 3 cos θ), (A.36)

P4(µ) =
1

8
(35µ4 − 30µ2 + 3) =

1

64
(35 cos 4θ + 20 cos 2θ + 9). (A.37)
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球面調和関数 (surface harmonics) は直交関数であり，球の表面でそれらの種の二重積
分は，以下のような有用な性質を持つ．単位球 (r = 1)の面積要素は sin θdθdφ = −dµdφ．
ここで Ym(µ, φ) , Sn(µ, φ)を，それぞれm次，n次の球面調和関数だとすると (m 6= n)

∫ 2π

0

∫ +1

−1
Ym(µ, φ)Sn(µ, φ)dµdφ = 0. (A.38)

ここで 2つの球面調和関数において両方 n次で，そして 1つが帯球関数Pn(µ)のとき，
∫ 2π

0

∫ +1

−1
Sn(µ, φ)Pn(µ)dµdφ =

4π

2n + 1
Sn(1), (A.39)

となり，Sn(1)はPn(µ)の極での Sn(µ, φ)の値である．

単位球における 2つの点について考えてみる．変化する点 (θ′, φ′)固定された点 (θ, φ)

の 2点である．球の中心でこれらの点に挟まれた角を ψ とし，積分を考えると
∫ 2π

0

∫ +1

−1
Sn(θ′, φ′)Pn(cos ψ)dµ′dφ′. (A.40)

変化する点の座標軸を動かし，変化する余緯度を決める新しい軸が固定点 (θ, φ)を通
るようにとり，変化する点の新しい角座標を (Θ′, Φ′)，ここで Θ′ = ψとする．同様に
Sn(θ′, φ′) を Yn(Θ′, Φ′) とする．ここで式 (A.39)より

∫ 2π

0

∫ +1

−1
Yn(Θ′, Φ′)Pn(cos Θ′)d(cos Θ′)dΦ′ =

4π

2n + 1
Yn(1). (A.41)

しかしながら，
Yn(1) = Sn(θ, φ). (A.42)

このことから
∫ 2π

0

∫ +1

−1
Sn(µ′, φ′)Pn(cos ψ)dµ′dφ′ =

4π

2n + 1
Sn(µ, φ) (A.43)

ここで，Sn(µ, φ) は (µ, φ)について，Sn(µ′はφ′)は (µ′, φ′)ついて同じ形をした関数であ
る (MacRobert 1967)．

固定された点P での，均質で球に近い形状をした天体によるポテンシャルについて考
える．この天体の表面は以下のように定義され

R(θ′) = C
[
1 + ε2P2(cos θ′)

]
, (A.44)

ここで ε2(¿ 1)は定数であり，Cは平均の半径を表す．P点は内部 (r < C)，外部 (r > C)

どちらにでもとれ，球座標は (r, µ, φ)であり，µ = cos θ，余緯度 θは潮汐バルジの対称軸
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図 A.5: 点 P においての，平均半径 C の球体から生じた，変形した惑星によるポテン
シャルと，潮汐バルジによる物質の移動．

からとったものである (図A.5)．P 点での重力ポテンシャルは 2つの部分に分けることが
できる．1つは球状の天体によるもので，式 (A.22)と式 (A.23)によって与えられる．も
うひとつは主なものではないが，変形した天体と理想的な球体との間のわずかな物質の
移動によるものである．ある点P ′(r′, µ′, φ′)において，物質の薄い層の厚さは ε2CP2(µ

′)
であり，体積要素は ε2C

3P2(µ
′)dµ′dφ′である．P 点での質量要素によるポテンシャルは

距離 PP ′ = ∆によって決まり，ここで

1

∆
=

(
C2 + r2 − 2Cr cos ψ

)−1/2
. (A.45)

である．r < Cならば

1

∆
=

1

C

[
1 +

( r

C

)2 − 2µ
( r

C

)]−1/2

, (A.46)

テイラー展開し r/Cの次数で昇べきの順に項を並べると

1

∆
=

1

C

[
1 +

( r

C

)
µ +

( r

C

)2(−1

2
+

3

2
µ2

)
+

( r

C

)3(−3

2
µ +

5

2
µ3

)
+ · · ·

]
, (A.47)

式 (A.34)から式 (A.37)をよく見てみると，式 (A.47)は以下のように書け

1

∆
=

1

C

∞∑

n=0

( r

C

)nPn(cos ψ) +O(ε2). (A.48)

したがって，P 点における総ポテンシャルへの非中心のポテンシャルの大きさは

Vnc,int = −γGC2ε2

∞∑

n=0

( r

C

)2
∫ ∫

P2(µ
′)Pn(cos ψ)dµ′dφ′. (A.49)



A. 全訳 41

式 (A.43)より，

∞∑

n=0

( r

C

)n
∫ ∫

P2(µ
′)Pn(cos ψ)dµ′dφ′ =

4π

5

( r

C

)2P2(cos θ) (A.50)

したがって，内部においてP 点における総ポテンシャルへの非中心のポテンシャルの大
きさは

Vnc,int = −4π

5
γGr2ε2P2(cos θ), (A.51)

そして，P 点における内部の総ポテンシャルはこの項と式 (A.22)によって得られる結果
の和であり，

Vint(r, θ) = −4

3
πC3γG

[
3C2 − r2

2C3
+

3

5

r2

C3
ε2P2(cos θ)

]
. (A.52)

同様に，(r > C)ならば

1

∆
=

1

r

∞∑

n=0

(C

r

)nPn(cos ψ) +O(ε2) (A.53)

であり，外部の総ポテンシャルは

Vext(r, θ) = −4

3
πC3γG

[
1

r
+

3

5

C2

r3
ε2P2(cos θ)

]
. (A.54)

A.4 潮汐による変形

h(ψ)を等ポテンシャル面の局所的な高さ (local height)とし，惑星表面の潮汐ポテン
シャルが−ζgP2(cos ψ)で与えられたとき，総ポテンシャルは

　　 Vtotal(r, ψ) = −Gmp

B
+ gh(ψ)− ζgP2(cos ψ), (A.55)

ここで B は惑星の平均半径である．これは惑星表面上では ψ によらず，したがって，
h(ψ) = ζP2(cos ψ)であり，ψは潮汐バルジの対称軸からとった．平衡潮汐は堅く変形し
ない球状の惑星を覆う，密度ゼロの浅い海の形を決める．もちろん，実際は密度がゼロ
の流体も無いし，曲がらない固体も無い．我々は実際の固体物質，流体物質の潮汐変形
を理解する必要がある．

関連する要素を挙げるために，単純な場合を考えてみると，2つの部分から成る平均
半径がBの惑星を考える．この惑星は均質で非圧縮な密度 σの流体の海と，均質で非圧
縮な平均半径A，密度 ρ，剛性率が µの固体の核から成る (Street 1925, Dermott 1979a,

図A.6)．剛性率 µとは弾性体をせん断変形させるのに必要な単位せん断歪みあたりの応
力の大きさである．
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平衡潮汐は 2次の球面調和関数 (second-order surface harmonic)で記述され，これは
海が無く，遠くに 1つ衛星が回っているような剛体球の惑星の表面付近での等ポテンシャ
ル面を決める．惑星が完全な剛体でなく，海を持っているとしたら，海面と平衡潮汐が
一致することはないだろう．これは海流の運動エネルギーによる効果を無視した場合で
さえそうである．衛星の重力場に対する海や核の反応を計算するために，潮汐バルジそ
のものによる重力場 (self gravitation)の効果と，固体内部の弾性力の効果を考えなくて
はならない．核と海の両方で起こる全ての力の振る舞いのもとでの，核の弾性変形も考
えなくてはならない．それはつまり，惑星の様々な部分に生じる潮汐の効果を考えると
いうことで，変形した核のポテンシャルと，海の潮汐そのものを考えるということであ
る (Street 1925)．

潮汐を引き起こすポテンシャルは 2次の球調和関数なので，惑星の変形は同じ 2次の
調和関数によって記述されねばならない (Love 1911)．そうでないと，例えば海面が等
ポテンシャル面にならなくなってしまう．A.2節ですでに見られたように，潮汐ポテン
シャルは角度ψにのみ依存し，これは 2つの中心点を結んだ線について軸対称であるこ
とを意味する．したがって，核の境界 (core boundary)と海面 (ocean surface)の変形し
た形は以下のように表せて

　　Rcb(ψ) = A[1 + S2P2(cos ψ)] (A.56)

　　Ros(ψ) = B[1 + T2P2(cos ψ)] (A.57)

ここでそれぞれ，S2，T2は定数である．S2と T2決めるのに (i)静的な海の表面は等ポ
テンシャル面であるということ (ii)平均的な核の境界に生じる全ての力の平衡を考える
こと，を用いる．

海の中のポテンシャル Vo(r, ψ)は三つのポテンシャルの足し合わせであり，(i)ひとつ
めは衛星による潮汐ポテンシャル

　　 V3(r, ψ) = −Gms

a3
r2P2(cos ψ) = −ζg

( r

B

)2P2(cos ψ), (A.58)

これは式 (A.9)11と式 (A.12)12を一般化したものであり，(ii)ふたつめは海によるVint(r, ψ)，
(iii)みっつめは核による Vext(r, ψ)である．よって，海の内部の総ポテンシャルは

Vo(r, ψ) = −ζg
( r

B

)2P2(cos ψ)

−4

3
πB3σG

(
3B2 − r2

2B3
+

3

5

r2

B3
T2P2(cos ψ)

)

−4

3
πA3(ρ− σ)G

(
1

r
+

3

5

A2

r3
S2P2(cos ψ)

)
. (A.59)

11式 (A.9) : V3(ψ) = −Gms

a3 R2
pP2(cos ψ)

12式 (A.12) : V3(ψ) = −ζgP2(cos ψ)
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図 A.6: 平均半径A，密度 ρの変形した核と，それを覆う平均半径B，密度 σの変形し
た海をを持つ惑星のモデル．半径A，Bの円は点線で表されている．

総ポテンシャルへの海と核の寄与は，海に覆われた惑星による内側のポテンシャルを計
算することと，密度 ρ− σ(核と海の密度の違いと等しい)の固体の核による外側のポテ
ンシャルを加えることによって得られる．

海面のポテンシャル Vos(r, ψ)を計算するために，表面の式を r = B[1 + T2P2(cos ψ)]

として式 (A.59)に入れ，その結果を展開し，ζ/B，S2，T2の 2次以上の項を無視する
と13

Vos(r, ψ) = −ζgP2(cos ψ)− 4

3
πB2σG

(
1− 2

5
T2P2(cos ψ)

)

−4

3
π

A3

B
(ρ− σ)G

(
1− T2P2(cos ψ) +

3

5

(
A

B

)2

S2P2(cos ψ)

)
. (A.60)

この式のψによらない項は，圧縮力だけを引き起こす．核と海を非圧縮としたから，こ
れらの項は惑星の形を決めるのに何の影響も及ぼさないので，無視できる．海面が等ポ
テンシャル面なので，ψに依存する項の足し合わせはゼロになる．したがって14

ζc

A
=

[
2

5

σ

ρ
+

(
A

B

)3(
1− σ

ρ

)]
T2 − 3

5

(
A

B

)5(
1− σ

ρ

)
S2. (A.61)

13テキストの第 2項は誤植 − 4
3πB2σG

(
1
2 − 2

5T2P2(cos ψ)
)

14ポテンシャル Gmp

B = 4
3πGρB2 で割って ，無次元の量で整理．
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ここで

ζc =
ms

mc

(
A

a

)3

A, (A.62)

であり，mcは核の質量，そして

gc =
Gmc

A2
(A.63)

これは核の境界での重力である．ζcは核の境界に生じる“平衡潮汐”の大きさであり，
式 (A.13)15の ζと以下のような関係を持つ

ζgA2 = ζcgcB
2. (A.64)

式 (A.61)は S2と T2の間にある 1つ目の関係を与える．2つ目の関係は平均の核の境界
に働く全ての力の平衡を考えることにより得られる．

固体である核の内部では，変形ポテンシャル Vc(r, ψ)は衛星による潮汐ポテンシャル
V3(r, ψ)と，核と海による内部ポテンシャルの和である．よって

Vc(r, ψ) = −ζcgc

( r

A

)2P2(cos ψ)

−4

3
πB3σG

(
3B2 − r2

2B3
+

3

5

r2

B3
T2P2(cos ψ)

)

−4

3
πA3(ρ− σ)G

(
3A2 − r2

2A3
+

3

5

r2

A3
S2P2(cos ψ)

)
. (A.65)

惑星の中心と同じ中心を持つ核の中の球体を考える．rは変化しないので，有効な変形
ポテンシャルは Vc(r, ψ)の中のP2(cos ψ)だけに依存する項によって与えられる．その他
の項は圧縮力を引き起こす項なので無視できる．したがって有効な変形ポテンシャルは
以下のように書け

Vc(r, ψ) = −Zr2P2(cos ψ), (A.66)

ここで，

Z =
gc

A

(
ζc

A
+

3

5

σ

ρ
(T2 − S2) +

3

5
S2

)
. (A.67)

Chree(1896a)によると，このような変形ポテンシャルによる力のもとでの核の歪み (yield-

ing)は，平均の核の境界 r = Aで単位面積に働く，大きさ ρZA2P2(cos ψ)の外向きの垂
直の力によって起こる歪みと同じである．

他の圧力もこの境界で働く．それらは，海の静水圧と固体核の潮汐による荷重項から
生じるものである．例えば，(B−A) ¿ Bであるような浅い海では，海の中で gの変化
が無く，これらの圧力が生じる原因は (i)ψによる海の深さの変化，(ii)ψによる惑星の

15式 (A.13) : ζ = ms

mp

(
Rp

a

)3

Rp
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中心からの核の境界までの距離の変化，の 2つである．これらの圧力は，重力加速度と
密度と潮汐の高さの積によって得られ以下のように書け，

Po(ψ) = gσB(T2 − S2)P2(cos ψ) (A.68)

Pc(ψ) = gcρAS2P2(cos ψ). (A.69)

深い海では gは一定でなく，そして核の中の潮汐による荷重項はそのまま変わらず残っ
ているが，核における静水圧の角変化は，もはや海の潮汐の高さのみによっては決めら
れない．海の中での重力加速度の角変化も利用せねばならない．

一般に深い海では海による核の境界での圧力は以下のように与えれられ16，

Po(ψ) =
∫ Ros

Rcb

σ(r)
∂Vo(r, ψ)

∂r
dr, (A.70)

ここで，核の境界から海面まで積分した．今のモデルでの海は非圧縮で密度が一定な
ので，

Po(ψ) = σ[Vo(Ros, ψ)− Vo(Rcb, ψ)]. (A.71)

さらに，ポテンシャルの変化する部分だけが変形を起こす力 (ここでは圧縮を考えない)

に寄与するのであり，そして海面は等ポテンシャル面なので，Vo(Ros, ψ)は一定であり，
無視できる．

核の境界でのポテンシャル Vcb(ψ)は，核の境界での式Rcb = A[1 + S2P2(cos ψ)]を式
(A.59)か式 (A.65)に入れることで得られ，結果を展開し ζ/B，S2，T2の 2次以上の項
を無視すると

Vcb(ψ) = constant− Agc

(
ζc

A
+

3

5

σ

ρ
(T2 − S2)− 2

5
S2

)
P2(cos ψ), (A.72)

ここでψは第 2項，式の右手側にある方に依存しており，これは核の境界の圧力の変化
する部分 Po(ψ)ψに寄与する．したがって

Po(ψ)ψ = σAgc

(
ζc

A
+

3

5

σ

ρ
(T2 − S2)− 2

5
S2

)
P2(cos ψ). (A.73)

平均の核の境界における単位面積に生じる有効な外向きの垂直な力の合計は，核内の
弾性力と海と核の潮汐による荷重項の和である．これをXP2(cos ψ)と書き，ここで17

X = ρA2Z − Po(ψ)ψ − ρgcAS2

=
2

5
ρgcA

(
1− σ

ρ

)(
5

2

ζc

A
− S2 +

3

2

σ

ρ
(T2 − S2)

)
. (A.74)

16静水圧平衡の式の積分形．微分形は dP
dr = −ρg．

17第 1項 ρA2Z は，Chree(1896a)による関係より，変形ポテンシャルよる力を弾性力として考えた．
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σ → ρ となると，X → 0となり，海が静水圧平衡となっている場合はこれは必ず実現
する．

Love(1944)によると，この変形圧力による固体核の半径の変化は

∆R(ψ) =
5

19

A

µ
XP2(cos ψ), (A.75)

これは AS2P2(cos ψ)と等しくなっている．これによりS2とT2の 2つ目の関係がわかり，

S2 =
1

µ̃

(
1− σ

ρ

)(
5

2

ζc

A
− S2 +

3

2

σ

ρ
(T2 − S2)

)
(A.76)

ここで µ̃は固体核の有効剛性率(effective rigidity)であり，無次元の量で以下のように定
義される

µ̃ =
19µ

2ρgcA
. (A.77)

これは核の境界における弾性力と重力の比である．

µ̃ ¿ 1ならば，核は流体として振る舞い，一方 µ̃ À 1では核内での弾性力が優位であ
る．σ = ρならば S2 = 0で，弾性核は変形しない．惑星に海がなかったら，σ = 0であ
り，式 (A.76)から孤立した核での潮汐の大きさは

AS2 =
(5/2)ζc

1 + µ̃
. (A.78)

一般に以下のように書け

AS2 = F
(5/2)ζc

1 + µ̃
および BT2 = H

5

2
ζ, (A.79)

ここでF は無次元の量で，核の潮汐の大きさにおける海の影響の大きさであり，Hは惑
星の外形における内部構造の影響の大きさである．式 (A.61)と式 (A.76)から T2を削除
すると，

F =
(1 + µ̃)(1− σ/ρ)(1 + 3/2α)

1 + µ̃− σ/ρ + (3σ/2ρ)(1− σ/ρ)− (9/4α)(A/B)5(1− σ/ρ)2
(A.80)

H =
2〈ρ〉
5ρ

(
1 + µ̃ + (3/2)(A/B)2Fδ

(1 + µ̃)(δ + 2σ/5ρ)

)
(A.81)

ここで

α = 1 +
5

2

ρ

σ

(
A

B

)3(
1− σ

ρ

)
および δ =

(
A

B

)3(
1− σ

ρ

)
(A.82)

また 〈ρ〉は平均密度である．惑星が完全に流体なら，もしくは熱による流動によって
固体核が静水圧平衡になると (衛星の自転速度が軌道の平均運動と等しい，つまり同
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期(synchronous)の衛星における潮汐バルジへの応用がある)，µ̃ = 0であり，Hの静水
値は18

Hh =
2〈ρ〉
5ρ

(
1 + (3δ/5γ)(A/B)2

δ + 2σ/5ρ− (9δσ/25γρ)(A/B)2

)
, (A.83)

ここで

γ =
2

5
+

3σ

5ρ
(A.84)

(Dermott 1979a)．

これらの結果を用いて，浅く均一な海を持つ惑星における潮汐の大きさを決める．A =

B，ζc = ζ，〈ρ〉 = ρならば，海面は等ポテンシャル面になり，式 (A.61)は

ζ

A
=

2

5
S2 +

(
1− 3

5

σ

ρ

)
(T2 − S2). (A.85)

式 (A.61)と式 (A.76)から S2のみを含む項を削除すると

A(T2 − S2) =
ζµ̃

1− σ/ρ + µ̃(1− 3σ/5ρ)
(A.86)

これは海の潮汐の大きさである (Chree 1896b)．µ̃ → 0とするとA(T2−S2) → 0である．
さらに，σ = ρならば

A(T2 − S2) =
5

2
ζ (A.87)

であり，µ̃に依存しない．したがって，核と海が同じ密度を持つとき，核は変形せず，海
の潮汐の大きさは式 (A.13)19で与えられる“平衡”潮汐よりも 5/2倍大きい．

浅い海の場合，固体潮汐の大きさは式 (A.86)の T2−S2を式 (A.61)に入れることによ
てわかる．このことにより

AS2 =
5

2
ζ
[

(1− σ/ρ)

1− σ/ρ + µ̃(1− 3σ/5ρ)

]
. (A.88)

海の無い惑星では，σ = 0となり

AS2 =
(5/2)ζ

1 + µ̃
, (A.89)

これは Lord Kelvin (Thompson 1863)による．Kelvinはこの結果をAS2 ≈ 0.6 ζの半月
周潮の場合に適用し，地球の剛性は∼ 1.2× 1011 N m−2であり，未圧縮の鋼より∼ 50%

大きな剛性をもつことがわかった．当時は地球の中はどろどろに融けていると思われて
いたので (Bullen 1975)，この結果は驚きであった．

18テキスト 2〈ρ〉
5σ は誤植

19式 (A.13) : ζ = ms

mp

(
Rp

a

)3

Rp
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図 A.7: 均一で深さが dで 2本の平行な緯度線に仕切られた赤道の運河での津波 (tidal

wave)の図．地球を中心に，月と共に自転している基準の座標においては，潮汐バルジ
は変動しない．固体地球に対するバルジの速度はUである．しかしながら，潮汐バルジ
にある流体は，海の深さについて均一な速度 uの波によって与えられる．

地球の場合，より現実的には，密度 ρで剛性が µの固体核を持ち，密度 σの浅い海で
覆われている考えられている．この場合，海の中と固体核の潮汐の大きさは式 (A.86)と
式 (A.88)によって得られる．しかしながら，これらの大きさは，海は静水圧平衡である
として計算しており，海での潮流は海面の形を決めるのに関係ないとしている．地球で
は，これは良い想定とは言えない．

海流の影響は海盆 (ocean basin)の自由振動周波数に依存し，これは海盆の大きさ，形，
深さ，によって決まる．具体的に考えるために，Proudman(1953)によると，均一で深
さが dで 2本の平行な緯度線に仕切られた赤道の運河を考える．地球を中心に，月の平
均運動と共に自転している基準の座標においては，潮汐バルジは変動しない．したがっ
て地球表面に対するバルジの速度は U = 2πA/TE ≈ 500 m s−1ここで TEは地球の自転
周期である．しかしながらUは海での潮流の速度ではない．潮汐バルジにある流体は海
の深さについて均一に速度 uで流れる (図A.7)．与えられた緯度で，ζが平均海面の上
の高さを表しているならば，連続の方程式から

(U − u)(d + ζ) = Ud (A.90)

となり，ζ ¿ dならば

u =
ζ

d
U (A.91)

が得られる．地球の海の深さの平均は∼ 4 kmであり，u ∼ 0.1 m s−1である．ベルヌー
イの定理より，静水圧による仕事を，流線に沿った流れでの流体の運動エネルギーとポ
テンシャルエネルギーと関連づけて

1

2
(U − u)2 + gζ + Ψ = constant, (A.92)
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ここでΨは潮汐ポテンシャルである．運河の表面でΨ = −gζ̄とすると，U2は一定で，
u2 ¿ uU であり

Uu = g(ζ − ζ̄). (A.93)

式 (A.91)から uを置き換えると

ζ =
ζ̄

1− U2/gd
. (A.94)

深さ dres = U2/g ≈ 22 kmの赤道の運河で地球に対して共鳴が起こり，海の深さの平均
は dresより小さいので，潮汐はひっくり返る．この考え方は地球には完全にはあてはめ
られず，なぜならほぼ全球を覆う海のため，総潮汐ポテンシャルが潮流から分かれてい
ると考えることができないからである．しかしながら式 (A.94)よって，地球の海の形を
計算するとき，海流による影響を含め，様々な海盆の共鳴の可能性を考えなくてはいけ
ないということがわかる．

A.5 自転による変形

A.4節では，惑星のまわりをまわる衛星によって起こる潮汐により，惑星表面がどの
ように変形するかを見てきた．核とマントルによって成る惑星を考えることで，それぞ
れの変形についての式が得られる．最も重要なことは，変形した惑星の形 (図A.6)は惑
星と衛星を結ぶ線に沿った半長軸 a，対称軸 (惑星と衛星を結ぶ線)と垂直に交わる円を
描く半短軸 b = cの偏心回転楕円体によって見積もられる，ということである．回転楕
円体は，対称軸からとった角度 ψの 2次のルジャンドル多項式P2(cos ψ)を用いて形作
られる．この節では，潮汐変形によって導かれた解析結果の多くが，自転変形に直接適
用できるということを見ていく．

角速度Ωで自転する剛体の惑星の回転楕円体を考えてみよう (図A.8)．表面上の点 P

は遠心加速度 acf,x = Ω2r sin θx̂を受けており x = r sin θなので，acf,x = Ω2xx̂．対称に
よる y − z平面上の同様の点は acf,y = Ω2yŷを受ける．惑星の自転は自転軸に沿った方
向には加速度を起こさない．それ故に，表面上の任意の点 (x, y, z)は以下の加速度を受
ける

acf = Ω2(xx̂ + yŷ). (A.95)

遠心ポテンシャル Vcfにより，この遠心加速度を考えることができ，acf = −∇Vcfで，極
からの余緯度で

Vcf(r, θ) = −1

2
Ω2r2 sin2 θ. (A.96)

ここで惑星の表面を覆う海を考えてみよう．流体のうける総ポテンシャルは

Vtotal(r, θ) = −Gmp

r
+ Vcf(r, θ). (A.97)
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図 A.8: 加速度Ωで自転する惑星上の点 P (x− z平面内)が受ける加速度．ここで θは z

軸 (自転軸)からとった角度であり，rは動径方向の距離である．

平衡ならば，流体の表面は等ポテンシャル面になり，局所的に重力加速度と遠心加速度
の和に対して垂直になっている．海面の球体からのずれは小さいと仮定して，

rocean = a + δr(θ) (A.98)

ここで a = requatorialであり，惑星の赤道半径 (equatorial radius)である．よって表面の
ポテンシャルは一定であり

Vtotal(surface) ≈ −Gmp

a
+
Gmp

a2
δr − 1

2
Ω2a2 sin2 θ − Ω2a sin2 θδr. (A.99)

ほとんどの惑星で Ω2a ¿ Gmp/a
2なので (以下で述べる)，式 (A.99)の最後の項は無視

できる．したがって

δr ≈ constant +
Ω2a4

2Gmp

sin2 θ. (A.100)

これらのことから，極において，自転の影響によって平らになると考えられる．変形の
程度は，惑星の偏平性(oblateness)，もしくは偏平率(flattening)によって見積もること
ができ

f =
requatorial − rpole

requatorial

. (A.101)

以上のことから，惑星において f ≈ q/2となり，ここで

q =
Ω2a3

Gmp

(A.102)
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これは無次元の量で赤道での遠心加速度と重力加速度の比と等しい．しかしながら，惑
星の重力場において，惑星がもはや球体から変形しているということを考えると，自転
による変形がもつフィードバックの効果をここでは無視している．

変形による効果を取り入れる前に，極端な場合を考えてみるとよい．q → 1とすると，
惑星の自転速度の上限が得られる．式 (A.102)より20

Ωmax ≈
(Gmp

a3

)1/2

≈ 2(G〈ρ〉)1/2, (A.103)

ここで 〈ρ〉は惑星の平均密度である．地球では 〈ρ〉 = 5.52 g cm−3であり，Ωmax ≈ 1.2×
10−3 rad s−1そのとき自転周期は Pmin = 1.4 h である．木星では Pmin ≈ 2.9 h ，実際の
自転周期は 9.9 hである．

自転による偏平により，ほとんどの惑星は (しかしながら衛星ではほとんどあてはまら
ないが)偏心回転楕円体と近似して扱うことができる (つまり，2つの等しい長軸 (a = b)

と，1つの短軸 (c)を持つ 3軸楕円体)．ポテンシャル理論から得られる基本的な結果に
より，対称軸を持つ天体の，外側の重力ポテンシャルは以下のように書け21

Vgravity(r, θ) = −Gm

r

[
1−

∞∑

n=2

Jn

(
R

r

)n

Pn(cos θ)

]
, (A.104)

ここでmは総質量で，R(= a自転変形の場合の aと等しい)は赤道半径，Jnは無次元の
定数，A.3節で見られたように，Pn(cos θ)は n次のルジャンドル多項式である．座標の
原点を天体の重心にとったので，n = 1の項が無いことに注目されたい．Jnは天体の内
部の質量分布を反映しており，ひとつの惑星について実験によって決められなくてはな
らない．これらの量で，最も重要なのは J2であり，主軸まわりの 3つの慣性能率A,B, C
についての単純な物理的解釈をすることができる．MacCullagh’s 定理22，により以下の
ように書け (Cook 1980)

J2 =
C − 1

2
(A+ B)

ma2
≈ C −A

ma2
, (A.105)

ここで自転による歪みのようにA ≈ Bのとき，近似ができる．一般的に，Jnは積分に
よって与えられ

Jn = +
1

mRn

∫ R

0

∫ +1

−1
rnPn(µ)ρ(r, µ)2πr2dµdr, (A.106)

20式 (A.103)の右側 a(G〈ρ〉)1/2 は誤植．
21式 (A.104)で，テキスト P2(cos θ)は誤植
22I =

∑
δmR2 sin2 θ

V = −Gms

r
− G(A+ B + C − 3I)

2r3
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ここで µ = cos θ，ρ(r, µ)は内部の密度分布である．Pn(µ)は奇関数なので，奇数の nの
とき，J3 = J5 = J7 = · · · = 0となり，惑星において北半球と南半球は対称である．実際
は，ゼロでない J3の値が測られているのは地球だけである．qは小さい場合，Jn ∝ qn/2

と書け，ここで比例定数は普通 1のオーダーである．それ故に，一般に q ¿ 1なので，
Jnの高次の項は急速に小さくなる．均一な密度を持つ惑星では，J2 = q/2である．

ここで自転する惑星の偏平率を計算する問題に戻ることができる．式 (A.96)で与えら
れた遠心ポテンシャルを以下のように書け

Vcf =
1

3
Ω2r2[P2(µ)− 1]. (A.107)

ここで µに依存しない項は無視できる．これにより，惑星の重力場において Vcfが J2の
項と同じ角依存性を持つように表現することができる．今，惑星の表面の海による総ポ
テンシャルは

Vtotal(r, θ) = −Gmp

r
+

[Gmpa
2

r3
J2 +

1

3
Ω2r2

]
P2(µ), (A.108)

ここで J4，J6などは無視した．すでに出てきたように，表面を等ポテンシャルとして
r = a + δr(θ)と書く．式 (A.108)に代入して展開すると

δr = constant−
[
J2 +

1

3
q
]
RP2(µ). (A.109)

次の式を得るために，この δrの新しい表現に式 (A.101)における fの定義を用いること
ができ，

f =
3

2
J2 +

1

2
q, (A.110)

以前に得た結果 f ≈ q/2を置き換えている．Yoder(1995)を用いると，f の計算値と観
測値を比べることができる．地球では fcalc = 0.003349，fobs = 0.003353である．木星
の場合 fcalc = 0.06670，fobs = 0.06487である．この値は木星の円盤像において極が平
らになっているのを目で確認できるほど大きいものである．この比較から，式 (A.110)

は明らかに偏平率のよい見積もりを与えていると言える．

潮汐変形も自転変形も両方，表面を持ち上げて，2次のルジャンドル多項式の関係に
よって形作られるという事実は，核とマントルによって成る惑星の潮汐変形について述
べたA.4節の中で発展した理論は，自転変形においても直接適用できるといことを意味
する．どちらの場合においても変形の程度を測ることで，惑星の内部構造についての情
報を明らかにすることができる．もちろんその理論は，衛星が (i)惑星によって起こる
潮汐，(ii)衛星自身の自転，によって変形する場合にも同じように適用することができ
る．A.7節では,同期自転する衛星における変形という特別な場合について述べる.
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惑星の J2は，衛星やリング物質などの軌道天体に作用する重力場に修正を加える．主
要な結果は，軌道運動をしている天体の楕円の軌道が回転する，つまり空間における歳
差運動である．力学的な結果については，この後の節でより詳しく議論されている．今
の目的のためには，以下のことを知っていれば十分であり，J2による歳差運動の効果は，
衛星の軌道，または細い偏心的なリングを監視することで直接観測することができる．
それ故に，J2は観測可能な量であり，式 (A.105)により，J2を，2つの主慣性能率の差
である C − Aと関連付けることができる．

しかしながら，それぞれ別々に計算するために，それによって内部のモデルを知るた
めに，C とAの間の関係がさらに必要である．地球におけるひとつの方法は，自転に
よって偏平している地球における，太陽と月によって及ぼされるトルクの結果を観察す
ることである．これは地球の自転軸を，地球の軌道面に対して垂直に，(C − A)/Cに比
例した割合で回転させ (Cook 1980)，この効果は月太陽歳差運動(luni-solar precession)

と呼ばれる．現在では，この CとAを決める方法は，地球－月系にのみあてはめること
ができるものである．他の惑星では，他の方法を用いなければならない．

A.6 Darwin-Radau Relation

Darwin-Radau relation(参照例 Cook 1980)は，慣性能率の係数 C/mR2(mは天体の
質量，Rは平均半径)を惑星または衛星における q，f，J2の値と関連付ける近似式で
ある．この関係は，Clairaut(1743)に基づいた Radau(1885)によって最初に見出され，
Darwin(1899)もこの問題に寄与している．基礎となる仮定は，関連する天体は静水圧平
衡にあるということである．この関係はいくつもの違った形で表現できるが，ここでは
Cook(1980)による形を適用し

C
mR2

=
2

3

[
1− 2

5

(
5

2

q

f
− 1

)1/2
]
. (A.112)

慣性能率の係数 C̄を無次元の量として以下のように定義し

C̄ =
C

mR2
(A.113)

式 (A.110)で与えられたJ2，q，fの関係を用いると，式 (A.112)のDarwin-Radau relation

は以下のように書くことができ

J2

f
= − 3

10
+

5

2
C̄ − 15

8
C̄2. (A.114)
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しかしながら，この形の Darwin-Radau relationによって与えられる C̄と J2/fの関係
は，A.4節で考えた，より現実的な惑星の変形モデルを用いて得られる，より一般的な
結果の極限の場合である．核－マントルモデルにより，Dermott(1979b)は以下を得た

C̄ =
2

5

[
σ

〈ρ〉 +
(
1− σ

〈ρ〉
)(

A

B

)2
]
. (A.115)

慣性能率の定義と，知られている核とマントルの大きさと変形を用いて，第一原理からこ
の結果が得られる．衛星の表面と核－マントル境界面は平衡であるとすると，式 (A.79)
23 で用いられた係数Hは式 (A.83) 24 で与えられる静水値Hhを持つ．Dermott(1979b)

は J2/f の値とHhを以下の方程式によって関連付けた

J2

f
=

2

3

(
1− 2

5Hh

)
. (A.116)

δと γ の式によって25 ，与えられた値A/Bで，J2/f をHhに関連付けることができ

J2

f
=

2

3
+
C̄ − 2

5
(A/B)2

1− (A/B)2
+

8− 20(A/B)2 + 10C̄[5(A/B)3 − 2]

12[(A/B)5 − 1] + 15C̄[2− 5(A/B)3 + 3(A/B)5]
. (A.117)

この式は 2つの極限が考えられ

•核が点の場合A/B → 0で
J2/f → C̄. (A.118)

• Darwin-Radau relationの場合A/B → 1で

J2/f → − 3

10
+

5

2
C̄ − 15

8
C̄2. (A.119)

図A.9は，核が点のモデル，Darwin-Radau モデル，A/B = 0.5の一般的な核－マン
トルのモデルにおける，C̄の関数としての J2/f をプロットしたものを示している．地

23式 (A.79) AS2 = F (5/2)ζc

1+µ̃ および BT2 = H 5
2ζ

H =
2〈ρ〉
5ρ

(
1 + µ̃ + (3/2)(A/B)2Fδ

(1 + µ̃)(δ + 2σ/5ρ)

)

24式 (A.83)

Hh =
2〈ρ〉
5ρ

(
1 + (3δ/5γ)(A/B)2

δ + 2σ/5ρ− (9δσ/25γρ)(A/B)2

)

25式 (A.82) δ =
(

A
B

)3(1− σ
ρ

)
，式 (A.84) γ = 2

5 + 3σ
5ρ
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図 A.9: 慣性能率 C̄の関数としてのJ2/f，それぞれ (i)核が点のモデル (点線), (ii)A/B =

0.5のモデル (破線)，(iii) Darwin-Radau relationの場合 (実線)．地球と巨大惑星の J2/f

の値が示してある．

球と巨大惑星における J2/f の知られている値が平線で示してあり，それぞれの惑星に
おける C̄の極限値も示している．J2/f の値で与えられる C̄の値の幅が，J2/f が大きく
なるにつれて小さくなっていくことに注目されたい．キーポイントは，J2/f の値によ
り，慣性能率を制約することができるということである．式 (A.105)から26 C − Aの値
と，この情報を結び付けると，CとAの推定値が得られる．このような推定値は惑星内
部のモデルの制約となる．

26式 (A.105)

J2 =
C − 1

2 (A+ B)
ma2

≈ C −A
ma2
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A.7 衛星の形と内部構造

静水圧平衡にある衛星を考えてみよう．衛星は同期自転し，惑星に対して赤道に近い
軌道をとり，円に近い軌道をとると仮定する．衛星は惑星により潮汐変形を受け，同様
に自転により自転変形も受ける．以上の理論と，衛星の平均運動 nが自転の角速度と等
しいことから，変形の結果，衛星の形が三軸楕円体になることがわかる．実際に，静水
圧平衡にある衛星では半長軸と半短軸に特有の関係があるので，衛星の形を正確に測る
ことにより，平衡かどうか決めることができ，また，他のデータと結びつけることによ
り，衛星の内部構造の特徴を推測することができる．

衛星の自転により起こる，点 (r, θ, ψ)での遠心ポテンシャルは

Vrotational =
1

3
Ω2r2P2(cos θ) (A.120)

(式 (A.107)参照27)，ここで θは半径ベクトルと垂直軸の間の角度であり，P2(cos θ) =

(1/4)(3 cos 2θ + 1)は 2次のルジャンドル多項式である．Vrotationalは，斜影された半径ベ
クトルと x− y平面の間の角度 ψから独立であることに注目されたい．これにより z軸
について等ポテンシャル面が対称であることがわかる．同じ点における惑星による潮汐
ポテンシャルは

Vtidal = −Gmp

a3
r2P2(cos ψ) (A.121)

(式 (A.9)参照28)，ここでmpは惑星の質量である．Vtidalは，半径ベクトルと z軸の角度
θから独立であることに注目されたい．これにより x軸について等ポテンシャル面が対
称であるということになる．しかしながら，ケプラーの第 3法則を用い Gmp

a2 = an2，ま
た n = Ωであることに注目すると以下のように書け

Vtidal = −Ω2r2P2(cos ψ) (A.122)

したがって Vrotationalは確かに Vtidalと同じ形をしており，絶対値が係数 3だけ違うのと，
対称軸が異なるだけである．このことにより，A.4節で発展した潮汐変形の理論を，直
接自転変形に適用できる．図A.10はそれぞれのタイプの変形における等ポテンシャル
面の比較を示している．自転変形の場合 (図A.10a)は，z軸に対して対称な形をしてお
り，一方，潮汐変形の場合 (図A.10b)は，x軸 (衛星と惑星を結ぶ線に沿う)が対称軸と
なっている．

式 (A.57)によって与えられるマントル表面 (つまり衛星表面)の形のモデルを用いる
と29 自転の場合に導入されねばならない，付加係数−1/3を考慮し，それぞれの変形の

27式 (A.107) Vcf = 1
3Ω2r2[P2(µ)− 1]

28式 (A.9) V3(ψ) = −Gms

a3 R2
pP2(cos ψ)

29式 (A.57) Ros(ψ) = B[1 + T2P2(cos ψ)]
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図 A.10: (a)自転変形から生じる等ポテンシャル面の例，自転軸は z軸 (b)潮汐変形か
ら生じる等ポテンシャル面の例，潮汐が起こっている天体は x軸方向に沿っている．

形を計算することができる．一般的な三軸楕円体の半軸 a，b，c(それぞれ x，y，z軸に沿
う)によって形を定義するのが最も簡単である．ルジャンドル多項式の θと ψの適切な
値を求めることによってこれらの量はそれぞれBと T2のみの関数として計算すること
ができる．

自転変形においては，aと bを与えるために θ = π/2でのP2(cos θ)だけを計算すれば
よく，cを与えるためには θ = 0を計算すればよい．これにより

ar = B(1 + T2/6) , br = B(1 + T2/6) , cr = B(1− T2/3) . (A.123)

潮汐変形においては，aを与えるために ψ = 0でのP2(cos ψ)だけを計算すればよく，
bと cを与えるためには ψ = π/2を計算すればよい．これにより

at = B(1 + T2) , bt = B(1− T2/2) , ct = B(1− T2/2) . (A.124)

自転軸が軌道面に対して垂直だと仮定し，さらに自転と潮汐による寄与を線形的に足
し合わせることができると仮定すると，結果としてできる三軸楕円体の形は以下の半軸
によって与えられ

a = B(1 + 7T2/6) , b = B(1− T2/3) , c = B(1− 5T2/6) . (A.125)
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図 A.11: 探査機のデータから求めたガリレオ衛星の内部モデル．全ての衛星が同じ半径
のスケールで描かれている．データはAnderson et al.(1996a,1996b,1997a,1997b)．

特に，静水圧平衡にある同期自転する衛星の形は，自転変形と潮汐変形によって支配
され，

b− c =
1

4
(a− c) (A.126)

という結果を得る (Dermott1979b)．さらに，惑星によって衛星に起こる潮汐の場合の式
(A.13)を適応し30，式 (A.102)と結びつけることにより31, ζ/B = qを得る32．したがっ
て，式 (A.79)で与えられるBT2の定義を用いると33

a− c = 2BT2 = 5HhqB. (A.127)

この式の中の，a− c，B，qは十分に解像度が高い衛星の画像から測ることができる．こ
れらを衛星の質量に関する知識と結びつけることにより，平均密度 〈ρ〉を得る．式 (A.83)

の中の係数Hhの定義34 から，これがA/B(Aは核の平均半径)，σ，ρ(それぞれ核とマ
ントルの密度)の値を制約することがわかる．これは，特に惑星に近く，潮汐変形も自
転変形も大きい衛星の内部構造を決めるために用いることができるテクニックの基礎で
ある．

Dermott(1979b)は，ここで示された理論と，A.5節，A.6節の中での理論を用い，探査
機による (a)イオ，ガニメデ，タイタンのような衛星の重力モーメント，(b)ミマス，テ

30式 (A.13) ζ = ms

mp

(
Rp

a

)3

Rp

31式 (A.102) q = Ω2a3

Gmp
32テキスト ζ/B = 3q/4 は誤植．よって式 (A.127)の 15

4 HhqB も誤植．
33式 (A.79) AS2 = F (5/2)ζc

1+µ̃ および BT2 = H 5
2ζ

34式 (A.83)

Hh =
2〈ρ〉
5ρ

(
1 + (3δ/5γ)(A/B)2

δ + 2σ/5ρ− (9δσ/25γρ)(A/B)2

)
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チスのような衛星の形の測定により，内部分化の証拠を得ることができるのではないか，
ということを示唆した．Dermott＆ Thomas(1988)は，ボイジャー探査機によって得られ
た高解像度の画像を用い，2次精度版の形状決定法 (a second-order version of the shape

technique)をミマスに適用した．彼等は，ミマスが三軸楕円体にとてもよい近似をもつと
し，式 (A.126)で予測される割合 0.25と比べて測定値は (b− c)(a− c) = 0.27± 0.04であ
り，これはミマスが静水圧平衡に近いということを示唆している．Dermott ＆ Thomas

は，平均半径の推定値B = 198.8 km と，Kozai(1957)によって決められたミマスの質
量を結びつけて，平均密度 〈ρ〉 = 1.137± 0.018 g cm−3 を得た．彼等は，未分化の衛星
で予測される値 20.3± 0.3 km と比べて a− c = 16.9± 0.7 km であることを示した．予
測されたバルジより小さいということは，中心に凝縮した衛星ということを強く示唆し
ている．その内部モデルのひとつは観測と一致し，A/B = 0.44 ± 0.09の岩石コア，密
度 σ = 0.96± 0.08 g cm−3の氷のマントルが予測される35．もうひとつの可能性はミマ
スに多孔性の (したがってかなり密度が低い)氷でできた深い表土があるかもしれないと
いうことだ．土星の共軌道衛星であるヤヌスとエピメテウスの力学的相互作用の観測に
より，同種の多孔性の氷組成が示唆されることに注目すると興味深い．

ガリレオ探査機は木星系を巡り，四つのガリレオ衛星全てに表面から 1000 km以内
まで近づいた．Anderson et al(1996a,1996b,1997b)は探査機が得たデータを用い，イオ
(C̄ = 0.378± 0.007)，エウロパ (C̄ = 0.347± 0.014)，ガニメデ (C̄ = 0.311± 0.003)，カリ
スト (C̄ = 0.406± 0.030)の慣性能率の推定値を得た．静水圧平衡にある衛星が均質であ
るとすると，C̄ = 0.4であろう，ということを思い出してほしい．それ故に，イオ，エウ
ロパ，ガニメデは全て中心に凝縮している．実際に，太陽系の天体の中でガニメデ C̄の
計測値は最も小さい．しかしながら，カリストの最初のデータ (Anderson et al. 1997b)

は，カリストが未分化であることを示唆しており，さらなる探査により岩石と氷の部分
分別の可能性が示されている (Anderson et al. 1998)．衛星の平均密度のデータと結び
つけると，内部のモデルを求めることができる．これらは図A.11で概要が示されてい
る．イオの潮汐熱はA.11節で議論されているが，ここでガリレオ探査機のデータの解
釈から生じる，より興味深い可能性のひとつに注目されたく，エウロパは水の氷ででき
た殻の下に，液体の水の海があるかもしれない．

ここまでは，衛星が円に近い軌道をもつと仮定してきたが，実際は衛星がかなり偏心
軌道をまわっているので，潮汐ポテンシャルと共に衛星の形も変化する．探査機が繰り
返し衛星に近づき，その度に C̄と J2の測定値を得ることができるという状況において，
衛星の剛性のような物性についての情報と同様に非常に正確なモーメントの測定値を得
ることができる．カッシーニ探査機は，土星の衛星タイタンから繰り返される重力補助
を利用し，内部構造についての今までにない情報を与えてくれるであろう (Rappaport

et al. 1997)．

35テキストでは ρ = 0.96± 0.08 g cm−3 となっているが，マントルの密度なので σ の誤植．
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